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I.  Anlauflänge,  Einlaufstörung  und  kritische  Zahl. 

1.  Physikalisches  zum  Turbulenzprohlem, 

A.  Die  obere  und  die  untere  „kritische  Z a h 1“. 

Den  Ausgangspunkt  zur  Untersuchung  des  Turbulenzproblems  und  das 
Feld  umfangreicher  mathematisch-theoretischer  Behandlung  bildet  die  Flüssig- 
keitsströmung in  Rohren  (bzw.  entsprechende  ebene  Probleme).  Es  seien 
kurz  die  hauptsächlichen  Tatsachen  herausgehoben,  und  zwar  zunächst,  da 
alles  auf  Reynolds1)  zurückgeht  und  seine  ursprüngliche  Betrachtungs- 
weise bis  in  die  neuesten  theoretischen  Arbeiten  hinein  in  wesentlichen 
Punkten  beibehalten  wurde,  in  dieser  Form. 

Es  besteht  eine  gewisse  kritische  dimensionslose  Zahl  (Reynolds  sehe 

Zahl)  R = - — (ü  = mittlere  Geschwindigkeit,  a = Halbmesser,  v = kinemati- 
scher Zähigkeitsbeiwert.)  als  obere;  Grenze  für  den  Übergang  von  wirbelnder 
Flüssigkeit  in  laminar  strömende-  — die  sogen,  „untere  kritische  Zahl“. 
Sie  liegt  als  Mittel  der  Reynoldsschen  Messungen  etwa  bei  R = 1200"),  wobei 
gleich  bemerkt  werden  möge,  daß  unsere  Messungen  hiermit  annähernd  über- 
einstimmend R = 1160  ergeben  haben. 

Es  gibt  ferner  einen  zweiten  Wert,  die  „obere“  kritische  Zahl,  bei  dem 
die  laminare  Bewegung  in  turbulente  übergeht.  Diese  liegt  in  keiner  Weise 
wie  die  vorige  fest.  Vielmehr  wurde  sie  im  Laufe  der  Zeit  durch  sorg- 
fältige Versuche  wesentlich  in  die  Höhe  gedrückt.  Reynolds  erhielt  etwa  6400, 
Ekman")  kam  bis  25  500  und  ich  ohne  wesentliche  Vorsichtsmaßregeln  bis 
11  000.  Aus  diesen  wenigen  Angaben  ist  schon  zu  erkennen,  daß  der  oberen 
kritischen  Zahl  die  Bedeutung  einer  allgemeingültigen  Zahl  entschieden  nicht 
zukommt,  daß  sie  vielmehr  in  stark  beeinflußbarer  Weise  vor  allem  von  der 
Störungsfreiheit  der  Strömung  abhängt. 

')  O.  Reynol  ,d  s . Scient.  pap.,  Beb  2,  S.  51. 

•)  In  den  Literatunangaben  findet  sich  meist  die  Zahl  1000,  die  einer  Umrechnung 
des  von  Reynolds  selbst  angegebenen  Wertes  auf  die  obige  Definition  für  R entspricht. 
Reynolds  nimmt  als  kritischen  Wert  denjenigen  an,  bei  dem  die  Manometerflüssigkeit 
stärker  zu  schwanken  bzw.  auszuschlagen  beginnt.  Ans  dem  Inhalt  der  vorliegenden 
Arbeit  wird  sich  ergeben,  daß  man  auch  nach  den  Reynoldsschen  Messungen  einen  etwas 
höheren  Wert  richtigerweise  als  kritischen  einzusetzen  hat.  Zur  Begründung  sei  vor- 
läufig nur  erwähnt,  daß  Reynolds  bei  längerer  Anlnuf-strecke  einen  schärfer  abzulesenden 
höheren  Wert  erhalten  haben  dürfte. 

Y.  W.  Ekman,  Ark.  f.  Mat.,  Astr.  och  Fy.sik.  6.  Nr.  12,  S.  5,  1911,  vgl.  aiucli 
II.  T.  Barnes  und  E.  G.  C o k e r , Proc.  of  tho  R.  Soc.  of  London  A.  74.  S.  350,  1905. 
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Was \die\hntere  kritische  Zahl  anbelangt,  so  haben  schon  Barnes  und 
G o k er)  darauf  hingewiesen,  daß,  falls  die  vorhandene  Anfangsstörung 
nicht  ausreicht,  das  Wasser  zu  verhindern,  laminar  zu  strömen,  die  kritische 
Zahl  steigen  muß.  In  diesem  Zusammenhang  sind  auch  Beobachtungen  von 
Ruckes4)  zu  nennen,  der,  wenn  auch  nicht  durchweg,  so  doch  bei  mehreren 
Glasröhren  eine  Erhöhung  der  kritischen  Zahl  bei  aufgeblasenem  Einflußende 
l'eststellte. 

Nach  alledem  liegt  es  nahe,  die  Lücke  zu  schließen  und  jetzt  nur  noch 
von  einer  „kritischen  Zahl“  für  das  Auftreten  der  turbulenten  Strömung 
schlechtweg  zu  sprechen,  die  eine  stetige  Funktion  der  Anfangsstörung  ist, 
wobei  zv nächst  noch  offen  bleiben  soll,  ob  diese  vom  Einlauf  herstammt  oder 
im  Rohr  selbst  erst  gebildet  wird.  Ihre  untere  Grenze,  die  auch  für  noch  so 
große  Anfangsstörungen  nicht  zu  unterschreiten  ist,  fällt  dann  mit  der  bis- 
herigen „unteren  kritischen  Zahl”  zusammen.  Unterhalb  dieser  Grenze  gibt  es 
also  überhaupt  keine  „turbulente  Strömung“,  sondern  im  wesentlichen  bloß 
noch  laminare  Strömung,  die  gelegentlich  von  größeren  oder  kleineren  Einzel- 
wirbeln überlagert  ist.  Dies  ist  nicht  nur  ein  nomineller,  sondern  auch  ein 
tatsächlicher  Unterschied:  Strömung  mit  Wirbeln  noch  so  großer  Energie 

wird  unterhalb  der  kritischen  Zahl  bei  genügend  langer  Beruhigungsstreckt' 
rein  laminar,  voll  turbulente  Strömung  (d.  h.  oberhalb  der  kritischen  Zahl) 
niemals.  Die  „turbulente  Strömung“  ist  dabei  etwa  dadurch  charakterisiert, 
daß  sie  dem  turbulenten  Widerstandsgesetz  gehorcht.  Die  „untere  kritische 
Zahl“  fassen  wir  somit  nicht  mehr  als  obere  Grenze  für  das  Verschwinden  von 
Wirbeln,  sondern  als  untere  Grenze  für  die  Möglichkeit  der  turbulenten  Strö- 
mung auf;  oder:  Unterhalb  der  kritischen  Zahl  ist  die  laminare  Strömung 
stabil  gegen  jede  Störung,  oberhalb  ist  die  turbulente  stabil,  auch  bei  noch  so 
langen  Beruhigungsstrecken.  Zur  Begründung  für  diese  ganze  Auffassung  sei 
noch  angeführt,  daß  wir  durch  stetiges  Verändern  der  Einlauf  Störungen  von 
unserer  höchsten  kritischen  Reynoldsschen  Zahl  JtftOO  bis  zur  niedrigsten 
.1160  stetig  fortschreiten  konnten. 

Aehnliche  Anschauungen,  wie  sie  hier  auf  Grund  der  Versuche  ge- 
wonnen wurden,  finden  sich  auch  schon  in  früheren  theoretischen  Arbeiten. 
Von  neueren  sei  hier  auf  eine  Arbeit  von  F.  Noether“)  hingewiesen,  der 
betont,  daß  wohl  theoretische  Stabilität  bei  kleinen  Störungen,  praktisch 
jedoch  Labilität  gegen  endliche  Störungen  vorhanden  sein  kann.  Auch  R.  von 
Mises“)  vertritt  diese  Auffassung,  indem  er  auf  die  Analogie  mit  der  „Euler- 
schen  Ivnicklast“  hinweist. 

B. , Sitz  der  Anfangsstörung.  Erregung  der  Turbulenz. 

Da  die  experimentellen  Tatsachen  erkennen  lassen,  daß  ein  'inniger  Zu- 
sammenhang besteht  zwischen  der  Größe  der  sozusagen  von  außen  in  die 
Flüssigkeit  gebrachten  „Anfangsstörung“  und  der  kritischen  Zahl,  wird  man 
dieser  Anfangsstörung  jedenfalls  eine  maßgebende  Rolle  bei  der  Entstehung 
der  Turbulenz  zusprechen  müssen.  Dabei  ist  es  grundsätzlich  gleichgültig,  wo 
der  S'itz  der  Störung  ist.  Maßgebend  für  den  Betrag  der  kritischen  Zahl  wird 
der  höchste  vorkommende  Störungswert  sein.  Für  ein  einigermaßen  glattes 

4)  Vgl.  Fußnote  7. 

s)  F.  No  et. her,  iSitzungisber.  cl.  bayer.  Alt.  d.  Waes.  1913  S.  309. 

“)  R.  v.  Mises.  Elemente  der  techm.  Hydromechanik  I.  Leipzig-  1914  S.  31 — 33. 


Rohr  worden  wir  stets  den  Einlauf  als  Sitz  der  Störung  anzusprechen  haben, 
da  — auch  bei  abgerundetem  Einlaufstück  — dort  günstigere  Verhältnisse  für 
die  Ablösung  der  Strömung  und  damit  Wirbelbildung  vorhanden  sind  als  im 
Rohrinnern.  Man  kann  wohl  mit  Sicherheit  sagen,  daß  alle  bis  jetzt  in  glatten 
Rohren  beobachteten  kritischen  Zahlen  die  Einlaufstörung  oder  die  Unruhe  im 
Vorratstrog  widerspiegeln,  und  daß  es  ausgeschlossen  ist,  je  eine  kritische  Zahl 
zu  erreichen,  die  ein  Maß  der  mikroskopischen  Wandrauhigkeit  wäre.  Stets 
wird  der  Einlauf  eine  größere  Störung  bedingen  als  die  mikroskopischen 
Rauhigkeiten  einer  glatten  Wand. 

Wir  legen  auf  diese  Feststellung  Wert,  da  — im  Zusammenhang  mit 
dem  negativen  Ergebnis  der  mit  der  Methode  der  kleinen  Schwingungen  ge- 
führten Untersuchungen  und  auch  sonst  — gelegentlich  behauptet  wurde, 
Metallrohre  hätten  eine  niedrigere  kritische  Zahl  als  Glasrohre.  Dem  wider- 
spricht die  überwiegende  Mehrzahl  aller  Versuche7),  die  im  wesentlichen  stets 
ungefähr  dieselbe  kritische  Zahl  für  alle  glatten  Rohre  aus  verschiedenem 
Stoff  ergeben  haben.  Im  Verlauf  einer  Untersuchung,  die  nach  Abschluß  der 
\orliegenden  Arbeit  ausgeführt  wurde8),  ergaben  sich  sogar  für  ein  Rohr  mit 
eingeschnittenem  Gewinde  bei  abgerundetem  Einlaufstück  kritische  Zahlen 
bis  gegen  10  000,  mit  scharfrandigem  Einlaufstück  1400,  genau  wie  bei  einem 
glatten  Rohr.  In  diesem  Fall  entsprechen  die  höheren  kritischen  Zahlen  der 
durch  das  Gewinde  bedingten  Störung,  da  dieses  hier  die  größte  Störung  dar- 
stellt. Für  ein  Rohr  mit  doppelt  so  starkem  Gewinde  ergab  sich  später  als 
kritische  Zahl  bei  abgerundetem  Einlauf  Rk  = 3200.  Schließlich  sei  noch  auf 
die  Unabhängigkeit  der  kritischen  Zahl  von  der  Rohrweite  bei  gleichem 
Material  hingewiesen,  die  auch  im  Widerspruch  mit  einer  Abhängigkeit  der 
kritischen  Zahl  von  der  „relativen  Rauhigkeit“  des  glatten  Rohres  steht.  Denn 
das  weitere  Rohr  hat  in  diesem  Fall  eine  verhältnismäßig  piedrigere  Rauhig- 
keit. Wenn  auch  nicht  verkannt  werden  soll,  daß  für  das  Zustandekommen 
und  vor  allem  für  die  Erhaltung  der  Turbulenz  außer  der  groben  An- 
fangsstörung möglicherweise  noch  andere  Einflüsse  in  Betracht  kommen,  so 
muß  man  nach  dem  Gesagten  doch  wohl  festhalten,  daß  ein  Anhalt  aus  Ver- 
suchen für  die  Rolle  mikroskopischer  Wandrauhigkeiten  nicht  vorliegt.  Vom 
»Standpunkt  des  Versuchs  aus  liegt  also  kein  Anzeichen  dafür  vor,  daß  dauernde 
Störung  längs  der  ganzen  Wandung  für  das  Erhaltenbleiben  der  Turbulenz 
nötig  wäre,  wie  es  in  Arbeiten  von  v.  Mises  und  Oseen  angenommen  wird. 

An  dieser  Stelle  möchten  wir  noch  auf  die  Möglichkeit  eines  Erfolges  in 
Richtung  der  Untersuchungen  von  Lord  Rayleigh“)  hinweisen,  der  für 
Strömungen  in  reibungslosen  Flüssigkeiten  gezeigt  hat,  daß  ihre  Stabilität 
daran  geknüpft  ist,  daß  kein  Vorzeichen w’echsel  von  dWdy2  (y  senkrecht  zur 
Strömung  u)  auftritt.  Ein  solcher  Vorzeichen  Wechsel  ist  aber  z.  B.  durch 
Stromumkehr  an  der  Wand  spfort  gegeben.  Ich  verweise  hier  auf  die 

7)  W.  Ruckes  gibt  »allerdings  in  seiner  Würzburger  Dissertation  „Untersuchungen 
über  den  Ausfluß  komprimierter  Duft  aus  Kapillaren  und  die  dabei  auftretenden 
Tünbul enzersehein ungen' ‘ (Leipzig,  Barth.  1908)  und  Ann.  d.  Phys.  (4)  25,  983-.  1908  für 
Metallkapillaren  Rkrit  = 200 — 250  an.  Wir  möchten  jedoch  diese  Ergebnisse  nicht  als 
zwingend  ansehen,  da  sie  vom  Standpunkt  des  Ähnrichkeitsigesetzes  in  sich  nicht  wider- 
spruehfrei  sind'.  Während  sich  nämlich  die  angegebenen  Werte  auf  Durchmesser  von 
% bis  2mm  beziehen,  gelang  es  Ruckes  nicht,  für  ein  w e i teres  Rohr  von  4 man  Durch- 
messer überhaupt  laminare  Strömung  au  erhalten. 

s)  L.  S c h i 1 1 e r , Zeit  sehr.  f.  Phys.  3.  S.  412,  1920. 

*)  Lord  Ray  lei  g h,  Se.  Papers.  Bd.  I,  S.  486;  ®.  a.  F.  Noether,  Nachr.  d. 
Oes.  d.  Wiss.  Güttingen,  Matih.-Phyis.  Kl.  /S.  200,  1917. 


PUaird  f 1 scheu  Untersuchungen über  cl'ie  .Ablösung  der  Grenzschicht-  aa.  um- 
strömten Korpora.  Dort  wird  die  Umkehr  bewirkt  durch  den  der  Bernoulli- 
schen  Gleichung  entsprechenden  Druckanstieg  an  der  Rückseite  des  um- 
strömten Körpers  in  Verbindung  mit  der  durch  die  , Reibung  bewirkten  ge- 
ringen Geschwindigkeit  in  der  Grenzschicht.  Ein  solcher  Druckanstieg  liegt 
liier  nicht  vor.  wohl  aber  können  wir  uns  die  Umkehr  hervorgebracht  denken 
durch  das  Feld  eines  Wirbels  mit  entsprechendem  Rotationssinn,  der  dann  die 
notwendige;  „Anfangsstörung“  darstellt.  Für  die  Aufrechterhaltung  der 
Turbulenz  ist  dann  bloß  noch  vQr auszusetzen,  daß  die  für  die  reibungslose 
Flüssigkeit  vorhandene  Neigung  zur  Instabilität’ die  Dämpfung  durch  Reibung 
überwiegt.  * . 


2.  Der  Versuchsplan. 


Die  Versuche  hatten  einen  doppelten  Zweck:  Einmal  sollte  festgestellt 

werden,  ob  sich  die  kritische  Zahl  stetig  ändert,  wenn  die  Störung  am  Ein- 
lauf stetig  geändert  wird,  außerdem  schien  es  wünschenswert,  den  Einfluß  der 
„A  n 1 a u f 1 ä n g e“,  d.  h.  der  Entfernung  vom  Einlauf  bis  zur  Meßstrecke,  zu 
klären.  Nach  dem  Ähnlichkeitsgesetz  muß  bei  Einhaltung  der  geometrischen 
Ähnlichkeit  für  verschieden  weite  Rohre  das  gleiche  Ergebnis  sich  einstellen; 

dagegen  sind  bei  unähnlichen  Anlauf- 
längen verschiedene  Ergebnisse  zu  er- 
warten. In  welcher  Weise  sich  diese 
Verschiedenheit  äußern  wird,  darüber 
sagt  das  Ähnlichkeitsgesetz  nichts  aus. 
Man  kann  sich  jedoch  folgendes  zurecht- 
legen: Zwei  Punkte  kommen  in  Frage, 
durch  die  die  Anlauflänge  die  Strömung 
an  einer  bestimmten  Stelle  beeinflussen 
kann.  Einmal  besteht  die  .Wahrschein- 
lichkeit, daß  die  Turbulenz  eine  gewisse 
Zeit  braucht,,  um  sich  voll  zu  entwickeln: 
zum  andern. muß  ein  Störungswirbel  vom 
Einlauf  aus  eine  gewisse  Strecke  zurück- 
legen, bis  er  durch  Reibung  verschwun- 
den ist. ' Liegt  die  Meßstrecke  genügend 
weit  vom  Einlauf  entfernt,  so  wird  bei 
der  kritischen  Zahl  und  darüber  hinaus 
die  Turbulenz  bereits  voll  entwickelt, 
seiu,  unterhalb  der  kritischen  Zahl  wer- 
den die  Einlauf  Störungen  völlig"  ver- 
schwunden sein.  Dies  muß  bei  einer 
geeigneten  zeichnerischen  Darstellung  in 
scharfem  Übergang  von  den  laminaren  zu 
den  turbulenten  Werten  des  ‘Widerstandes  bei  der'  kritischen  Zahl  zupf  Aus- 
druck kommen.  Hier  wurde,  wie  schon  von  Blasius1)  geschehen,  die  Aut- 


k ^kleine  Störung,  m = mittlere  Störung, 
g = grosse  Störung. 

X - - -a- 

dx  q 
Abb.  1_3.’ 


Tragung  des  dimehsiopslosen  Widerstandsbei wertes  X"==  — 


„über.,  der 


,0j  H.  Blasius,  Das  Äihnilichkeitsgesetz  bei-  Iteälhuinigsvoi’gängen  in  Flüssig- 
keiten.. Mitteilungen  über  Forschungsarbeiten  auf  dein  Gebiete  • des  Ingenieurwesens. 
Ifoft  131.  S.  9 ff.,  1913.  ' . . 


!) 


Reynoldsschen  Zahl  Ji  in  einem  logarithmisch  geteilten  Koordinatennetz 
gewählt.  Abb.  1.  q bedeutet  den  Staudruck  uud  a den  inneren  Rohrhalb 
. messen. 

Rücken  w'ir  die.  Meßstelle  mehr  und  mehr  gegen  den  Einlauf  zu,  so 
werden  sich  die  beiden  erwähnten  Einflüsse  in  der  in  Abb.  2 und  fl  an- 
. gedeuteten  Weise  durch  Verwischen  des  Überganges  vom  laminaren  zum 
turbulenten  Widerstandsgesetz  geltend  machen  müssen.  Durch  Versuche  läßt 
sich  die  vorliegende  Aufgabe  an  e i n e m Rohr  durch  Anbringung  verschiedener 
Meßstellen  erledigen,  wie  dies  z.,  B.  Blasius")  getan  hat,  ohne  jedoch  seine 
Ergebnisse  in  der  angeführten  Weise  zu  erklären  (vgl.  hierüber  auch  S.  15). 
-Andererseits  gestattet  die  Anwendung  des  Ähnlichkeitsgesetzes  noch,  zur 
Änderung  der  dimensionslosen  Anlauflänge  verschieden  weite  Rohre  mit 
gleichem  Abstand  der  Meßstrecke  vom  Einlauf  zu  verwenden. 

* f 

3.  Versuchseinrichtung  und  Messverfahren.  . 

Die  einfache  Versuchseinrichtung,  Abb.  4,  bestand  aus  dem  Trog  t mit 
den  Löchern  1,  dem  Rohr  r und  dem  Wassermanometer  m.  Am  Ausflußende  des 
Rohres  konnte  der  Strom  mit,  Hilfe  eines  groben  Hahnes  h und  eines  in  diesen 
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einzusetzenden  feinen  Hahnes  nach  Wunsch  geregelt  werden.  Der  Einlauf 
in  das  Rohr  konnte  durch  eine  von  außen  zu  verstellende  Platte  p ver- 
schlossen werden.  Ein  Überlauf  u sorgt  für  einen  gl  ei  ehblei  benden  Wasser- 
spiegel. 

”)  H.  Blasius,  1.  c,,  S.  17. 


Die  Mengenmessung  erfolgte  mit  geeichten  Gefäßen,  die  Zeitmessung 
mit  einer  Stoppuhr.  Die  Dauer  eines  Versuches  lag  im  allgemeinen  zwischen 
10  und  40  s.  Während  sowie  unmittelbar  vor  und  nach  dem  Versuch 
wurde  der  Manometerstand  sorgfältig  abgelesen.  Das  Unterschieben  und  Ent- 
fernen des  Meßgefäßes  erfolgte  durch  eine  Hilfskraft  auf  ein  Zeichen  unter 
gleichzeitiger  Betätigung  der  Stoppuhr.  Auf  das  Arbeiten  mit  gle'ichbleibendem 
Wasserspiegel  mußte  im  Bereich  der  Laminarströmung  verzichtet  werden,  da 
trotz  Beruhigungssieben,  die  in  dem  Trog  angebracht  waren*  durch  den  Wasser- 
zufluß aus  der  Leitung  unregelmäßige  Wirbelung  in  die  Meßstrecke  getragen 
wurde.  Auch  traten  hierbei  stärkere  Temperaturschwankungen  auf,  die 
wegen  des  • großen  Einflusses  der  Temperatur  auf  den  Beiwert  der  inneren 
Reibung  auch  bei  Versuchen  im  turbulenten  Gebiet  durch  Verzicht  auf  den 
kostanten  Spiegel  vermieden  wurden.12) 


An  den  Meßstellen  erhielten  die  Rollte  vier  Löcher  von  1mm  Dmr., 
deren  'innerer  Grat  sorgfältig  entfernt  wurde.  Die  Löcher  standen  durch 
eine  Nut  in  einem  übergeschobenen  Messingring  miteinan- 
der in  Verbindung,  Abb.  5 und  6. 

Die  geringen  Druckunterschiede  bei  laminarer  Strö- 
mung verlangten  eine  möglichst  auf  1/lö  mm  sichere  Ab- 
lesung, was  wegen  der  Kapillarfehler  nur  bei  einwandfreier 
Glasoberfläche  möglich  ist.  Hierzu  mußte  das  Rohr  häufig 
mit  der  bekannten  Bichromat-Schwefelsäurelösung  ge- 
reinigt werden.  Auf  die  Verwendung  eines  für  den  vor- 
liegenden Zweck  mit  zwei  schrägen  Steigrohren  ausge- 
bildeten Mikromanometers  mußte  leider  verzichtet  werden, 
da  hier  eine  ausreichend  gute  Benetzung  trotz  langer  Be- 
mühungen nicht  zu  erzielen  war.  Geeignete  Beleuchtung 
mit  entsprechend  angeordneten  weißen  Papierstreifen  und 
Vermeidung  der  Parallaxe  durch  Spiegel' führten  jedoch  bei  dem  einfachen 
Manometer  auch  bei  kleineren  Reynoldsschen  Zahlen  zu  hinreichender  Ge- 
nauigkeit, wenigstens  bei  den  zwei  engeren  zur  Verfügung  stehenden 
Rohren. 

Möglichst  genau  mußte  auch  die  Bestimmung  der  Rohrweite  vorgenom- 
men werden,  da  der  Durchmesser  in  den  zu  bestimmenden  Widerstands- 
beiwert  in  der  fünften  Potenz  eingeht.  Die  unten  mit  festgeschraubter 
Gummiplatte  verschlossenen  2 m langen  Rohre  wurden  dazu  mit  Wasser 
gefüllt;  dann  wurde  dieser  Wasserinhalt  in  einem  Becherglas  auf  gefangen 
und  gewogen.  Die  Rückstände  im  Rohr  wurden  durch  mehrfaches  Nach- 
wischen mit  verwogenem  Filtrierpapier  auch  noch  auf  gesaugt  und  mit- 
gewogen. Die  Güte  der  so  erzielten  Bestimmungen  mögen  folgende  Zahlen 
für  die  verwendeten  drei  Rohre  erweisen:  Für  das  enge  Rohr  I:  100,65  g, 

100,70  g,  ein  halbes  Jahr  später:  100,68  und  100,66  g;  für  das  mittlere  Rohr  II: 
399,95,  399,55  und  399,4  g und  für  das  weite  Rohr  III:  906,55  und  907,3  g.  Die 
Versuchsrohre  waren  gezogene  Messingrohre,  die  zwar  eine  nicht  mehr  ganz 


12)  Da  das  Göttinger  Lei.tungswaisser  vielfach  ziemlich  starke  Beimengungen  ent- 
hält, wurden  mehrfach  Bestimmungen  der  Zähigkeit  ausgeführt.  Sie  ergaben  im  Anfang 
durchschnittlich  3 vH  höhere  Werte  als  die  bei  Blasius  (dort,  Abb.  1,  S.  35)  verzeächneten, 
späterhin  mit  den  Blasiusschen  gut  übereinstimmende  Werte.  Dementsprechend  wurde 
bei  den  Auswertungen  zuerst  mit  den  um  3 vH  erhöhten  Blasiusschen  Werten. •'später  mit, 
diesen  seihst  gerechnet. 
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hochglänzende  Oberfläche  zeigten,  sich  jedoch,  wie  die  Versuche  ^rgahen, /hydro- 
mechanisch noch  vollkommen  „glatt“  verhielten.  /;  /(y 

4.  Bezeichnungen,  Erklärungen  und  zeichnerische  Darstellung. 

An  Längebezeichnungen  verwenden  wir  für  Rohrhalbmesser  a,  Entfernung 
vom  Eintritt  in  das  Rohr  bis  zur  Meßstrecke,  die  sogeg.  „Anlauflänge“  x, 
Länge  der  Meßstrecke  1;  die  mittlere  Geschwindigkeit,  d.  h.  Menge  in  der  Se- 
kunde, heiße  ü,  die  Dichte  der  Flüssigkeit  p,  ihr  spezifisches  Gewicht  y.  ihre 

jj.  , 

innere  Reibung  g,  der  kinematische  Reibungsbeiwert  y — v.  Als  dimensions- 
lose  „Reynolds’sche  Zahl“  R gelte  ~ ’ ) 


Der  Druck  sei  p.  die  „Druck- 


höhe“ — — h,  der  Staudruck  werde  gelegentlich  mit  q bezeichnet.  Für 

Y £ 

den  Druckverlust  benutzen  wir  den  in  der  Hydraulik  üblichen  Ansatz. 

. 1 üa 

A p = /.  v 


i3 

22  g 


(0 


oder 


A h = X 


(a). 


1 _q2 

a 2 g ’ 

worin  A,  der  Widerstandsbeiwert,  eine  dimensionslose  Zahl,  nach  dem  Ähnlich- 
keitsgesetz (für  glatte  Rohre  und  lange  Anlauf  strecke)  lediglich  eine  Funk- 
tion der  Reynoldsschen  Zahl  R ist. 

Aus  (1)  erhält  man  mit  Benutzung  des  Poiseu illesehen  Gesetzes  für 
Laminarströmung 

'j  X(ani>  • ^ , (3) 

in  unserer  logarithmischen  Darstellung  also  eine  unter  45°  fallende  Gerade. 

, Für  die  turbulente  Strömung  hat  Blasius“)  aus  umfangreichen 
Versuchen  von  Saph  und  Sehoder  die  Gleichung  abgeleitet: 

0,1582 


/;turb.  — " 


(4). 


4 • 

V 22  R 

Dies  liefert  in  unserer  Darstellung  für  den  entsprechenden  Ast  der  Kurve 
eine  mit  Neigung  1 :4  fallende  Gerade.  Um  sofort  einen  Anhalt  für  die 
Übereinstimmung  unserer  Versuche  mit  diesen  beiden  Gesetzen  zu  gewinnen, 
wurden  diese  beiden  Geraden  in  alle  entsprechenden  Abbildungen  eingezeichnet. 

5.  Ähnlichkeitsgesetz  und  kritische  Zahl. 

Eine  genaue  Erfüllung  des  mechanischen  Ähnlichkeitsgesetzes,  d.  h. 
völliges  Zusammenfallen  der  A-R-Kurve  unter  verschiedenen  Versuchsbedingun- 
gen ist  nur  zu  erwarten,  wenn  auch  alle  Bedingungen  der  Ähnlichkeit  völlig 
erfüllt  sind.  In  erster  Linie  steht  hier  die  Beobachtung  der  geometrischen 
Ähnlichkeit  (Form  des  Einlaufstücks,  Abstand  der  Meßstelle  vom  Einlauf, 
Rauhigkeit),  in  zweiter  der  hydrodynamische  Zustand  der  Flüssigkeit  (Grad 
der  Beruhigung  im  Flüssigkeitsbehälter)./  In  den  zahlreichen  Versuchen,  die 
sich  in  der  Literatur  finden  und  deren  Erörterung  von  diesem  Gesichtspunkt 


**)  Häufig]  wird  statt  des  Halbmessers  der  Durchmesser'  genommen.  Dies  ist  hei 
Vergleich  mit  den  Ergebnissen  anderer  Arbeitern  z.tu  beachten. 

“)  Forschungsheft  131,  S.  12.  Die  Verschiedenheit  der  Beiwerte  erklärt  sieh  durch 
unsere  etwas  abweichenden  Begriffsbestimmungen. 
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. uyi.Uixto  groJ.i^:  Aufgabe  für  sieb  wäre,  linden  «ich  für  jeden  der  erwähnten 
Punktp  |gfcn\igend  Belege  der  Nichterfüllung.  Die  Folge  ist  ein  gewaltiges 
Auseinandergehen  in  den  Ergebnissen  über  die  kritische  Zahl  und  die  Art  des 
Übergangs  von  laminarer  zu  turbulenter  Strömung.  Diese  Unsicherheit  des 
Zahlenwertes  der  kritischen  Reynoldssehen  Zahl  ist  für  die  theoretische  For- 
schung bedenklich.  Als  ein  Äußerstes,  sei  hier  auf  das  Ergebnis  von  Ruckes 
hingewiesen,  der  für  Metallrohre  R = 220  angibt. 

Von  diesen  Gesichtspunkten  ergab  sich  als  Aufgabe  der  vorliegenden 
Arbeit,  den  Einfluß  der  zwei  wichtigen  Veränderlichen.  Anlauflänge  und  Ein- 
laufstörung, gesondert  voneinander  zu  untersuchen. 

6.  Yersnche  über  den  Einfluss  der  Anlauflänge. 

Die  Versuche  wurden  an  Rohr  I von  0,7996  cm  1.  W.  und  an  Rohr  II  von 
1,5924  cm  1.  W.  ausgeführt.  Bei  Rohr  II  wurde  nur  eine  Meßstrecke,  und 
zwar  die  Meßstrecke  3,  Abb.  7.  von  92.62  cm  Länge  verwendet;  bei  Rohr  I 


p—  70  V,  « a-, 

Mefsst  recke  / 

-S2,  62 

Meßs/recke  3 

| Mefsstrecke2 

i- — - 

y u 

' ' 

Mefsst  recke  V 
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Abb.  7. 


die  gleiche  und  außerdem  noch  die  davoiTiegende  Meßstrecke  2 von  51,85  cm 
Länge.  Die  zu  Meßstrecke  2 und  8 gehörigen  Anlauflängen  verhalten  sich 
mit  52,30  cm  und  104,15  cm  angenähert  wie  1 : 2.  Da  sicll  auch  die  Rohr 
durchmesser  wie  1 : 2 . verhalten,  so  ist  bei  Erfüllung  der  Ähnlichkeit  in  allen 
anderen  Punkten  zu  erwarten,  d$ß  die  A-Kurven  für  Rohr  I in  M.Str.  2 und 
Rohr  Hin  M.Str.  3 zusammenfallen.  Die  Anlauflänge  zu  M.Str.  3 von  104,15  cm 
Länge  hat,  vom  Standpunkt  des  Ähnlichkeitsgesetzes  aus  betrachtet,  bei  Rohr  T 
die  doppelte  Länge  wie  bei  Rohr  11. 

Um  möglichste  Erfüllung  der  Ähnlichkeit  am  Einlauf  zu  erreichen, 
waren  die  Rohre  im  Trog  so  befestigt,  daß  der  völlig  scharfe  Rand  der  Rohre 
gerade  mit  der  Trogwandung  abschnitt.  Es  wurde  erwartet,  daß  hierdurch 
beim  Eintritt  des  Wassers  aus  dem  „großen“  Trog  in  die  Rohre  ähnliche 
»Strömung  erzielt  würde. 

Um  mit  gleichbleibendem  Wasserspiegel,  also  auch  mit  konstanter  Ein- 
stellung im  Manometer  arbeiten  zu  können,  wurden  zunächst  Versuche  mit 
dauernder  Zuströmung  aus  der  Wasserleitung  in  den  Trog  unter  Benutzung 
des  Überlaufs  gemacht  in  der  Annahme,  daß  einerseits  die  Anlaufstrecke  zur 
Beseitigung  der  durch  den  Zufluß  gegebenen  Störungen  ausreichen  würde, 
anderseits  die  an  der  scharfrandigen  Einlauf  Öffnung  auftretenden  Wh’bel  eine 
ganz  bestimmte  wesentlich  größere  Störung  darstellen  würden,  der  gegenüber 
die  anderen  Störungen  nicht  mehr  in  Betracht  kämen.  Während  sich  diese 
Erwartung  bei  Rohr  I einigermaßen  erfüllte,  war  das  Bild,  das  die  Messungen 
an  Rohr  II  boten,  außerordentlich  schwankend.  Hieraus  war  zu  entnehmen, 
daß  unregelmäßige,  aus  dem  Zufluß  stammende  Störungen  sich  geltend  machten. 
In  der  Folge  wurde  daher  nur  mit  Wasser  gearbeitet,  das  sich  stundenlang 
beruhigt  hatte.  . 
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Die  Ergebnisse  der  Messung  zeigt- Abb.  8 für  Rohr  I uvd  Add.  V/l'fir 
Rohr  II.  Die  einzelnen  an  verschiedenen  Tagen  ausgeführten  Ver^'ublisueihcn 
sind  durch  verschiedene  Zeichen  kenntlich  gemacht. 

Bei  Rohr  I sieht  man  zunächst  den  nach  den  Überlegungen  des  Ab- 
schnitts-2 zu  erwartenden  außerordentlich  scharfen  Übergang  vom  laminaren 
zum  turbulenten  Zustand. 

Hm  ihn  so  scharf  zu  er- 
halten, muß  man  bei  An- 
näherung an  den  kritischen 
Punkt  sehr  kleine  Stufen 
der  • Geschwindigkeitsände- 
näherung  an  den  turbulen- 
rung  benutzen.  Die  An- 
ten Zustand  macht  sich 
durch  zunächst  ganz  ge- 
ringe, dann  immer  stärkere 
Unruhe  des  Spiegels  im 
Manometer  geltend.  Kommt 
man  dann  ganz  vorsichtig 
bis  an  den  kritischen  Punkt 
selbst,,  so  erfolgt  noch  nicht 
gleich  der  Übergang  zur 
völligen  Turbulenz,  sondern 
es  tritt  ein  bei  Rohr  I oft 
nach  Zentimetern  zählendes, 

ziemlich  regelmäßiges  Pendeln  um  Gleichgewichtslagen  ein,  woraus  sich  die 
Punkte  zwischen  dem'  Ast  für  Laminarströmung  und  dem  für  turbulente 
, Strömung  ergeben.  Die 

Erklärung  für  diese  Pen- 
delung dürfte  so  lauten: 
Durch  den  vorsichtig  her- 
vorgerufenen Anstieg  der 
Geschwindigkeit  tritt 'Tur- 
bulenz,  also  höherer  Wider- 
stand ein.  Hierdurch  wird 
aber  'die  Geschwindig- 
keit wieder  herabgesetzt. 
Infolgedessen  setzt  jetzt 
w ieder  Lami  na  rströmu  ng 
ein,  also  geringerer 
Widerstand,  infolgedessen 
Wiederansteigen  der  Ge- 
schwindigkeit usw.  Geht 
man  weniger  vorsichtig  zu 
Werke,  so  erhält  man  so- 
fort  den  ganzen  Über- 
gang der  sich  durch  einen  plötzlichen,',  nach  mehreren  Zentimetern  zählenden 
Ausschlag,  kennzeichnet,  . 


Abb.  8. 
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Ein  scheinbarer  Einfluß  der  Anlauflänge  zeigt  sich  in  Abb.  8,  indem 
der  kritische  Punkt  bei  den  Messungen  mit  der  näher  am  Einlauf  liegenden 
Meßstrecke  2 tiefere  Werte  zeigt.  Dies  ist  jedoch  Zufall  und  sicher  nur  die 
Folge  von  nicht  zu  prüfenden  Schwankungen  der  Einlauf  Störungen,  wie  durch 
gelegentliche  Stichproben  festgestellt  wurde,  die  auch  für  Meßstrecke  2 höher 
liegende  kritische  Zahlen  (etwa  wie  die  für  Meßstrecke  3 in  der  Abb.  8)  gaben. 
Anderseits  erkennt  man,  daß  bei  den  Versuchen  mit  der  näher  am  Einlauf 
liegenden  Meßstrecke  2 schon  wesentlich  früher  eine,  wenn  auch  nicht  erheb- 
liche, so  doch  immerhin  deutliche  Abweichung  von  der  laminaren  Geraden  ein- 
tritt,  eine  Folge  der  noch  vom  Einlaxrf  herstammenden,  noch  nicht  völlig  ab- 
gedämpften Störung. 

Beträchtlich  deutlicher  tritt  dieser  Punkt  — die  Verflachung  des  Über- 
gangs durch  zu  kurze  Anlauflänge  — bei  Rohr  II  hervor,  Abb.  9,  wo  vor  dem 
Eintreten  der  Turbulenz  sich  eine  erhebliche  Abweichung  von  der  Poiseuille- 
schen  Geraden  zeigt.  Im  Widerspruch  zu  dem  Erwarteten  steht  hier  die  Tat- 
sache, daß  die  kritische  Zahl  hier  mit  1400  gegen  1600  bis  1700  um  rund  13  vH 
tiefer  liegt  als  bei  Rohr  I.  Der  Grund  hierfür  dürfte  in  Nichterfüllung  der 
Ähnlichkeit  bei  der  Zuströmung  zum  Rohr  im  Trog  zu  suchen  sein.  Für  eine 
bestimmte  Reynoldssche  Zahl  verhalten  sich  die  Wassergeschwindigkeiten  der 
Rohre  I und  II  wie  2 : 1,  die  Geschwindigkeiten  im  Trog  aber  wie  1 : 2.  Be- 
findet sich  also  in  der  Gegend  des  Einlaufs  irgend  eine  Störungsstelle,  so  wird 
diese  bei  dem  weiteren  Rohr  'infolge  der  größeren  Geschwindigkeit  viel  stärker 
wirksam. 


Schließlich  wurde  noch  bei  Rohr  I durch  Abdecken  eines  Segments  der 
Einlauföffnung  von  etwa  3 mm  Höhe  bei  einem  Halbmesser  von  4 mm  eine 
sehr  starke  Störung  hervorgebracht.  Die  Ergebnisse  zeigt  Abb.  10.  Durch  die 
starke  Störung  ist  die  kritische  Zahl  wesentlich  herabgesetzt,  nämlich  auf  1200. 

Außerdem  liegt  die  Über- 
gangskurve völlig  schräg. 
Der  Einfluß  der  kürzeren 
Anlauflänge  (Meßstrecke  2) 
macht  sich  durch  ein 
frühes  Abweichen  von  der 
Poiseuilleschen  Geraden 
geltend. 

Der  Umstand,  daß  ein 
sehr  großer  Teil  aller  bis- 
her veröffentlichten  Ver- 
suche einen  ähnlich  ver- 
waschenen Übergang  zeigt 
wie  Abb.  9 und  10,  deutet 
darauf  hin,  daß  bei  jenen 
ähnliche  Einflüsse  infolge 
zu  geringer  Anlauflänge 
vorliegen.  Die  Bestimmung 
des  genauen  Wertes  der 
kritischen  Zahl  wird  hier- 
durch sehr  erschwert,  und  hierin  ist  wohl  der  Hauptgrund  für  die  außerordent- 
lich verschiedenen  Ergebnisse  zu  suchen.  Sehr  gut  läßt  sich  der  Einfluß  ver- 
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schiedener  Anlauflängen  in  den  Versuchen  von  Blasius10)  erkennen,  der  sie 
jedoch  nicht  in  dieser  Weise  erörtert  hat.  Bei  dieser  Gelegenheit  sei  auch  noch 
darauf  hingewiesen, -daß  die  für  Rohre  wohl  zuerst  von  Blasius  benutzte  Auf- 
tragung nach  A-R-Werten  für  die  scharfe  Bestimmung  des  kritischen  Punktes 
folgenden  großen  Vorzug  hat:  Hat  man  ein  p-ü-Diagramm,  so  ist  der  laminare 
Bereich  gegeben  durch  eine  ansteig  en  d e Gerade,  der  turbulente  ebenfalls 
durch  eine  ansteigende  Kurve.  Der  Übergang  zwischen  beiden  ist  eben- 
falls ein  Anstieg,  also  schwer  zu  erkennen,  in  Abb.  8 bis  10  dagegen  sind  beide 
Kurven  fallend  'und  dazwischen  ein  Anstieg,  der  demnach  scharf  hervortritt. 


7.  Versuch©  über  den  Einfluss  der  Einlanfstörnng. 

Diese  Versuche  iyurden  mit  Rohr  I durch  geführt,  die  Ergebnisse  sind  in 
Abb.  11  wiedergegeben.  Nachdem  für  die  durch  den  scharfrandigen  Einlauf  ge- 


gebene Störung  der  Betrag  der  kritischen  Zahl  zu  etwa  1700  ermittelt  war, 
wurden  zunächst  Versuche  in  der  Richtung  unternommen,  hohe  kritische 
Zahlen  zu  erreichen.  Dazu  mußte  möglichst  störungsfreier  Einlauf  angestrebt, 
dem  Einlaufstück  also  eine  Form  erteilt  werden,  die  eine  Ablösung  der  Strömun 
erschwerte.  Als  das  Beste  erscheint  hier  wohl  eine  allmähliche  Erweiterun 
des  Rohres,  die  ohne  Wendeptinkt  in  die  Ebene  der  Trogwandung  hinüberführt. 
Der  Einfachheit  halber  wurde  jedoch  ein  nach  Gutdünken  gezeichnetes  Ein- 
laufstück aus  massivem  Messing  gedreht  und  auf  den  Rohranfang  aufgesetzt, 


”)  Blasius,  1.  c.  S.  36  u.  37,  Abb,  4,  9 — -13. 


iß  iß 


: : ’ v : •'  . 1 w ■'  .iv.v’? 
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ragte  also  mit:  seiner  liöclfsteü  Stelle  in  das  Innere  des  Troges  hinein  und  ver- 
lief dann  stötig  gegen  die  Trögwand,  Abb.  1,2  bis  14.  .t 


Der  Querschnitt  Abb.  12  erwies  sich  auch  als  für  den  beabsichtigten 
Zweck  hinreichend  gut  geformt.  Denn  bei  genügend  langer  Beruhigung  des 
Wassers  im  Trog  und  vorsichtigem  Arbeiten  wurde  sofort  als  kritische  Zahl 
etwa  6100  erreicht.10)  Es  handelte  sich  mm  darum,  stetig  größer  werdende 


Störungen  am  Einlauf  hervorzubringen.  Dies  .wurde  in  einfachster  Weise  er- 
reicht, indem  die  ursprünglich  nur  zürn  Abschließen  bestimmte  Platte  p,  Abb.  -I, 
immer  naher  an  den  Einlaiif  herangeschoben  wurde.  Die  verschiedenen  Ein- 
stellungen und  die  ihnen  zugehörigen  kritischen  Zahlen  sind  aus  Abb.  11  er- 
sichtlich. Man  sieht,  wie  mit  wachsender  Störung  am  Einlauf  ein  stetiges 
Fallen  der  kritischen  Zahlen  verbunden  ist,  das  jedoch  bei  R = 1160  seine 
Grenze  findet.  Die  beiden  letzten  Stufen  entsprechen  Plattenahständen  von 
1,2  und  0,6  mm  und  zeigen  praktisch  keinen ' Unterschied  mehr  in  der  kritischen 
Zahl.  Zum  mindesten  muß  man  annehmen,' daß  auch  bei  noch  stärkerer  Ein- 
laufstörung sich  die  kritische  Zahl  nur  noch  unwesentlich  ändern  würde.  Denn 
die  hier  vorhandene  Störungsform,  sehr  schneller  Übergang  aus  dem  engeren 
Spalt  auf  den  größeren  Querschnitt  ist.  für  Wirbelbildung  außerordentlich 
geeignet.  . . 

Hiermit  ist  es  gelungen,  die  Lücke  zwischen  der. unteren  und  der  oberen 
kritischen  Zahl  restlos  zu  schließen  und  deren  untere  Grenze  auf  etwa  R = 
1160  festzulegen.  Da  dies  eine  wirklich  festliegende,  stets  nachprüfbare  Zahl 
ist,  so  hat  es  weiterhin  keinen  Zweck  mehr,  die  nur  verwirrenden  Begriffe  der 
unteren  und  der  nicht  festliegenden  oberen-  kritischen  Zahl  beizubehalten,  viel- 
mehr ist  es  zweckmäßig  zu  sagen:  Die  kritische  Reynoldssche  Zahl  ist  1160. 
Dies  gilt  zunächst  für  technisch  glatte  Rohre.  Zur  scharfen  Festlegung,  d.  b. 
für  scharfen  Übergang  von  laminar  zu  turbulent,  ist  eine  genügende  .Anlauf;, 
länge  erforderlich,  wozu,  jedenfalls,  wie  aus  Abb.  8 ersichtlich,  rd.  130  Durch- 
messer ausreichen.  Die  so  definierte  kritische  Zahl  zu  erklären,  muß  ein  erstes^. 
Ziel  der  theoretischen  Forschung  sein.  Auf  die  aus  Abb.  11  ersichtliche  Ab- 
weichung der  laminaren  Widerstandskurve  von  der  Poiseuilleschen  Geraden 
wird  im  folgenden  näher  einzugehen  sein.  ...... 


“)  'Später  wurde  bei  sorgsamerem  Vorgehen  mit  demselben  Rohr  R =■  820&  und-  mit 
Rohr  II  R = 11000,  Abb.  15,  erhalten.  ■ ...  ' .*•  • j ■ • 
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II.  Die  Entwicklung  der  laminaren  Geschwindigkeits- 
verteilung. 


1.  Allgemeine  Vorstellungen. 

Abgesehen  vom  Einfluß  der  Einlaufstörung  auf  die  kritische  Zahl  führten 
die  Untersuchungen  des  vorhergehenden  Abschnittes  im  Bereich  höherer 
Reynoldsscher  Zahlen  zu  einem  auffallenden,  ebenfalls  aus  Abb.  11  er- 
sichtlichen Ergebnis,  indem  etwa  von  der  Zahl  1700  ab  die  A-Kurve  von  der 
Poiseuille-Geraden  nach  oben  abweicht.  Daß  diese  Erscheinung  in  den  klassi- 
schen Arbeiten  von  Reynolds  und  seiner  Schule  nicht  beobachtet  wurde,  liegt 
wohl  daran,  daß  keine  dieser  Untersuchungen,  soweit  sie  zu  hohen  Werten  der 
Laminarströmung  vordrangen,  den  Widerstand  maß,  sondern  sich  alle  mit  ver- 
schiedenen Mitteln  wie  Farbstrahlen,  Wärmeleitung,  mit  der  Feststellung  des 
Umschlags  der  Strömung  begnügten. 

Ähnliche  Messungen  mit  Rohr  11  und  Rohr  111  (1.  W.  — 2,399  cm),  Ab- 
rundungsstücken des  Einlaufs  nach  Abb.  13  und  14  und  ebenfalls  mit  Be- 
nutzung von , Mellst  recke  3,  ergaben  die  in  Abb.  1.5  mit  II")  und  111  bezeich- 


neten  Widerstandskurven,  also  frühere  und  stärkere  Abweichung  vom 
Poiseuilleschen  Gesetz.  Die  Erklärung  dieser  Erscheinung  lieferte  schließ- 
lich die  auch  hier  wieder  sich  als  fruchtbar  erweisende  Prandtische 
Grenzschichtentheorie  und  öffnete  damit  gleichzeitig  auch  die  Tür  zu 
praktisch  wichtigen  Anwendungsgebieten,  was  im  letzten  Teil  der  vor- 
liegenden Arbeit  behandelt  wird.  Man  kann  in  erster  Annäherung  annehmen, 
daß  wir  beim  Eintritt,  in  das  Rohr  mit  Ausnahme  einer  zunächst  verschwindend 

17)  Die  imit  Roihr  1 zunächst  erhaltenen  Brigebiiisse,  Abb.  11,  sinnt  liier  als  schwarze 
Punkte  zwischen  Kurve  II  und  I zu  sehen.  Ueber  Kurve  I vgl.  später. 
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geringen  Schicht  an  der  Wand  gleichmäßige  Gescl nv indi gke its Verteilung  über 
den  ganzen  Querschnitt  haben,  da  die  Kontraktion  durch  die  Abrundung  weit- 
gehend herabgesetzt  ist.  Unter  dem  Einfluß  der  Reibung  wächst  diese 
Schicht  immer  stärker  an,  anderseits  tritt  unter  dem  -wirkenden  Druck  eine 
Beschleunigung  ein.  Das  Ergebnis  ist  bei  stetigem  Anwachsen  der  Grenz- 
schicht eine  Entwicklung  der  Geschwindigkeitsverteilung  wie  in  Abb.  16.  Sic 
führt  schließlich  asymptotisch  zur  parabolischen  Poiseu'i  11  eschen  Verteilung. 
Im  Bilde  der  Prandtischen  Grenzschichtentheorie  kann  man  sagen  : die  end- 
gültige G'escliwindigkeitsverteilung  ist  dann  erreicht,  wenn  die  Grenzschicht 
die  M’itte  des  Rohres  erreicht  hat. 

2.  Angenäherte  Lösung. 

Für  eine  rechnerische  Lösung  machen  wir  nach  einem  Vorschlag  von 
Prof.  Prandtl  folgende  Annahme*  über  die  Geschwindigkeitsverteilung  in  der 
Anlaufstrecke:  Jeder  Querschnitt  enthalte  in  der  Mitte  ejyi  kreisförmiges 

Stück  gleichbleibender  Geschwindigkeit,  über  die  Begrenzung  hinaus  falle  die 


Geschwindigkeit  bis  auf  den  Wert  null  am  Rande  nach  einer  Parabel  ab, 
deren  Scheitel  auf  dem  Umfang  des  ebenen  Stückes  liegen  möge,  Abb.  17.  Zu 
Beginn  hat  die  Geschwindigkeit  über  den  ganzen  Querschnitt  den  Betrag  ü. 
Unter  gleichzeitigem  Anwachsen  des  Teils  mit  parabolischer  Geschwindigkeits- 
verteilung wird  das  mittlere  Stück  immer  kleiner  und  verschwindet  schließlich 
mit  der  Vereinigung  der  Grenzschicht. 

Wir  bezeichnen  in  Abb.  1§  den  Rohrhalbmesser  mit  a,  die  Dicke  der 
Grenzschicht  parabolischer  Geschwindigkeitsverteilung  mit  8,  die  Geschwindig- 
keiten in  dem  parabolischen  Stück  mit  u\  die  mittlere  Geschwindigkeit  = Ein- 
trittsgeschwindigkeit mit  ü und  die  Höchstgeschwindigkeit  in  jedem  Quer- 
schnitt mit  u.  Wie  bekannt,  wächst  diese  schließlich  bis.  2ü  in  der  Rohrmitte 
an.  \ sei  der  Abstand  vom  Einlauf,  y senkrecht  zur  Rohrachse  (y  = o am 
Rande  des  Rohres).  In  den  Variabein  .u  und  y lautet  die  Gleichung  der 
Schnittparabel,  für  die  u'  = o zu  setzen  ist  bei  y = o: 

(3  — y)‘-  =~  (u  — .u')  (5) 

oder  für  die  Geschwindigkeitsverteilung  in  der  Grenzschicht: 


Die  Kontinuität  erfordert  den  Ansatz,  daß  das  Volumen  des 
Zylinders,  der  die  Geschwindigkeitsverteilung  am  Einlauf  darstell f,  gleich  ist 
dem  Volumen  des  beschriebenen  jeweiligen  Rotationskörpers: 
a-  u = Ug  a u o — ä/B  u o2  -f-  (a  — 3)-  u. 


(7). 
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Dies  liefert  für  die  Dicke  der  Grenzschicht: 


«1  • <v>-; 


iS). 


Schließlich  gilt  noch  für  die  Druckkraft  auf  einen  Zylinder,  der  durch  die  Ein- 
trittsebene und  eine  zweite  Ebene,  senkrecht  zur  Achse,  ausdern  Rohr  heraus- 
geschnitten wird,  wegen  des  nahezu  reibungslosen  Verhaltens  der  Kern 
Strömung  die  Bernouillisclie  Gleichung: 


(Po  — P)  = a27ip 


u-  — u ■ 


O). 


Da  wir  für  die  Anwendung  des  Impulssatzes  den  Differentialquotienten  dos 
Impulses  nach  x brauchen,  haben  wir  noch  eine  Gleichung  für  den  Impuls  auf- 
züstellen.  Nach  bekannten  Regeln  ergibt  sieh  die  Änderung  des  Impulses 
gegenüber  dem  Eintrittsquerschnitt  zu: 

o a 

1 = P ,/  u'  (fl  — fl')  (a  — y)  2 it  dy  + p J u (fl  -u)2r(a  - y)  dy  (10) 


oder  mit  Elimination  von  u'  durch  Gl.  (6): 


1 = 7:  puu  (a-—  g ao-f  ~o 


, , , 14  „ .4 

- üpu-  a 2 — - a o . '■> “ 
15  1 o 


Durch  Vereinigung  von  Gl.  (9)  und  (11)  erhalten  wir: 


I-f  L’  = itpa2  un 


u-  ü - 
2 ~ 2 

und  unter  Elimination  von  S durch  (8): 
lfP  = -pa3"'  " 1 1 


14  2 

Tö  U 3 UU 


■ ~ p a 1 
4 

- , , u 
lo 


8 2 

_ u fl  + — u V G u fl  — 2 u2 
o 15. 


(11) 


(12) 


(13). 


Das  Gleichgewicht  zwischen  Impulsänderung,  Druckabfall  und  Reibungskraft 
lür  die  Begrenzung  eines  durch  zwei  Schnitte  senkrecht  zur  Axe  gewonnenen 
Elementa'rzylinders  liefert  jetzt  die  Ausgangsgleichung  für  die  Rechnung: 


d 

dx 


1 „ , „ / du  \ u 4 -it  (J.  fl 

ia+r>- w t = * 


(14) 


oder  mit  Einsetzen  von  I + P nach  Gl.  (13): 


,,  fl  — — n 

o n 


15  (/A6  u fl  — - 2 fl  2 15 


+ ~ V 6 u fl  — 2 u3j 


4 ~ ’jl  u 


(15). 


2~Vr'u~2 

Nach  einfachen  Umformungen  ergibt  sich  hieraus: 


p a'- 
4 P- 


/o8 

22  fl 

7 1/ 

7*' 

9 JL  S Cl  1 

fpr 

5 u 

~tv 

it  — 

"2  + TT  \ 

° u 

8 


+ = -/  -i  — = — ==.  - ) du  — dx. 

0 y 6 u fl  — 2 u2  15  y 6 u o — 2 u2/ 


(16). 


Dies  vom  Anfang  des  Rohres  bis  zu  einer  Steile  x (d.  h.  zwischen  den  Grenzen 
ö und  u)  integriert  gibt 
2* . 


[j  ä-  I 5h  22  i * i/  i 'i/  o — 

' — I — u n ln  u — ■—  V 2 V 3 u u — u- 

4 ;j-  |_15  5 o 

21  _ , . i A u 16  n 

5 r 3 ü o 1/  2 


arc  sin 


4 u — 6 u 

6 ü 


(17) 


— 1,-'1  F 6 u a — 2 u2  + V 6 u n — 2u2|U  = 
5 u lo  J n 


oder 


x 1 a faS,  . 22  . u /17 

a 4 v | lo  5 u \lo 

,26.  21.,/./ 

+ — ii  — ii  y 2 I arc  sin 


-f-  ^ — ) V 6 u fi  — 2 n 2 
5 u 


arc  sin  |/  — | 


16  u / . /4u  — 6 ü 

arcsin 

5 y 2 


- k ä 

“(-())]• 


(18). 


Setzen  wir  hierin  die  relative  G rcnzgeselnv i ndi gkeitszu nähme  (bezogen  auf  die 
Einlaufgeschwindigkeit  Ü) 

n — ; n u 

n ä 

so  erhalten  wir  die  Beziehung': 


1 n, 


(19). 


x 1 au  f 58  66  . , . 17 

v Lre'-Ts1“-0  +’fl-15r2  M+.i-v 

I 2 — fi  1 30  63  . ■ 1 <t 

\ 1 + \ +•  Ti  ” 15  I 2 "c  sm  | 8+'* 


lo 


+ r,  1 15  15  1 

, 68  ' . , 1 48  1 . / 2 1 \ 

+ 15  1 2arCS,n  ¥”15  V2  arcsin  3 r'~  3 


(20). 


48  I*  .11 
— ,.  r—  arc  sin  . 
l o l/v  3 J 


Berücksichtigen  wir,  daß  - . gleich  der  Reynoldssehen  Zahl  Ii  ist,  und  setzen 

die  Klammer  — f (v),  so  haben  wir  in  der  Gleichung 

(21) 


a=TE,(’) 


eine  übersichtliche  Form  der  Beziehung  zwischen  den  dimensionslosen  Größen: 

Keynoldssche  Zahl,  relative  Anlauflänge  (d.  h.  gemessen  in  Halbmessern)  ~ 

und  relative  Geschwindigkeitsähderui'ig  gegenüber  dem  Einlauf  V,  in  der  als 
einzige  Unbekannte  ?/  steht. 

, • . ' \ ' ' ■ 

3.  Berechnung  des  Widerstandsheiwertes  X. 

I’m  nun  noch  zu  einer  Beziehung  für  A zu  kommen,  die  uns  einen  Ver- 
gleich mit  der  Darstellung  unserer  Versuche  ermöglicht,  führen  wir,  in  die 
Bernonllische  Gleichung  (9)  nach  Gl.  (19)  r/  ein  und  erhalten  für  den  Druek- 
unterschied  zwischen  einer  Stelle  in  der  Anlaufstrecke  und  dem  Einlauf: 


IV 


P — j ii  2 (2  ri  + YI  -)• 


Nehmen  wir  die  Definitionsgleichung  (1)  für  A: 

. Pi  — Pa  a ... 

P ü2  x<2  — x i 


(22). 


da) 
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und  bestimmen  mit  (22)  den  Druck  unterschied  zwischen  zwei 
Stellen  x,  und  x2 : 

l'i :?J  — (27t  + rt*)  — (2ij  +h2)  =A(2/;  + /|-j. 

n-  x2  xi 

2 

so  erhalten  wir  schließlich: 

X = A(81  + 7I8).'A  , 


beliebigen 


(23), 


(24) 


worin  Ax  unsere  Meßstrecke  bedeutet. 

Zur  Berechnung  von  r/  bzw.  2r/  + r/2  aus  den  Beobachtungswerten  ' un<' 
11  nach  Gl.  (21)  wurde  zunächst  nach  Gl.  (20)  für  eine  größere  Zahl  von 

Bi  ft 

7]- Werten  berechnet,  Zahlentafel  1 und  Abb.  .19. 


Abb.  in. 


Zahlentafel  1. 

r)  - 0 

0,1 

0,2 

0,3 

0,4 

0,5 

0,6 

2 i)  + rr  = 0 

0,21 

0,4.4 

0,69 

0,96 

1,25 

1,56 

O 

II 

Sjrf 

II 

,« 

x 

! IC 

0,00075 

0,003725 

0,0089 

0,01665 

0,027 

0,03975 

rt  ~ 

0,7 

0,8 

0,85 

0,9 

0,95 

1,0 

2 1)  + 1)8  = 

1,89 

2,24 

2,4225 

2,61 

2,8025 

3,00 

x.  ....  M = 

a it  4 

0,0548 

0,0725 

0,08215 

0,0924 

0,10345 

0,115 
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Außerdem  wurde  noch  in  Abb.  20  2 1)  + rf  als  Funktion  von  17  aufgezeich- 
nef.  Durch  Vereinigung  dieser  beiden  Kurven  ist  Abb.  21  entstanden,  die  die 

Beziehung  zwischen  2 rj  + r/2  und  X„  entliält.  Zur  numerischen  Berechnung 

fl  K 

von  A für  gegebene  Werte  der  Meßstellen,  von  Rohrhalbmesser  und  Reynolds- 


Abb.  20.  . Abb.  21. 


zu  berechnen, ,a us  Abb.  21  die  zugehörigen  Werte  von  (2??  -f  rf)  zu  entnehmen, 
ihr  l’ntersehied  zu  bestimmen  und  nach  Gl.  (24)  mit  a zu  multiplizieren. 

A X 

Für  die  Poiseu illesehe  Strömung  des  Kreisrohrs  gilt  bekanntlich  umax=2n.  Der 

Wert  umax  ist  aber  in  unserer  Darstellung  der  Geschwindigkeitsbetrag  für  das 

mittlere  Stück  gleichbleibender  Geschwindigkeit  = u.  Für  u = 2ü  ist  aber  r/  -=  1 

und  (2 1]  -\-rf)  = %.  Für  diesen  Wert  von  (2 r,  + vj2)  ergibt  sich  -r-y=0,Ji5.  In 

a K 

diesem  Punkt,  vgl.  Abb.  21,  müssen  wir  also  den  Beginn  des  Poiseuilleschen 
Gesetzes  ansetzen.  Schreiben  wir  dieses  in  der  Form: 

A 1 1 8 p.  ü A x 2 A x 

p 2 a2  P n2  1 a II  (2ö) 

2 " 

und  berücksichtigen  Gl.  (23),  so  erhalten  wir  die  Richtungsangabe  für  die 
Poiseu illesche  Gerade,  die  in  Abb.  21  von  dem  eingetragenen  Punkt  aus  ciu- 
gezeichnet  wurde.  Bei  genauem  Hinsehen  bemerkt  man.  daß  die  Gerade  mit 
einem  ganz  leichten  Knick  an  die  Kurve  ansetzt,  eine  natürliche  Folge  unseres 
Näherungsverfahrens.  In  Wirklichkeit  wird  der  Übergang  asymptotisch  sein. 

Es  bleibt  jetzt  noch  übrig,  die  so  zu  berechnenden  Werte  für  A mit  den 
beobachteten  zu  vergleichen.  Die  Ergebnisse  der  Rechnung  für  eine  Anzahl 
von  Punkten  sind  in  den  folgenden  Zahlentafeln  niedergelegt. 


Zahlentafel  2. 


R 

a R 

*2 

a R 

. r 

C2 

i 

A £ 

X 

400 
. 600 
800 
1200 
1600 
2000 
3000 

0,6503 

0,4336 

0,3252 

0,2168 

0,1626 

0,13007 

0,08671 

1,2294 

0,8182 

0,6147 

0,4098 

0,3073 

0,24587 

0,16391 

2,505 

3,788 

• 

\ 

• . 

1,283 

0,005539 

4000 

0,06503 

0,12294 

2,098 

3,127 

1,029 

0,004443 

5000 

0,05203 

0,09835 

1,832 

2,713 

2,198 

0,881 

0,003804 

7000 

0,03716 

0,07025 

1,499 

1,2985 

0,699 

0,003018 

9000 

0,02890 

0,05464 

1,884 

0,5855 

0,002528 

12000 

0,02168 

0,04098 

1,107 

1,589  ; 

0,482 

0,002081 

xt  = 104  cm;  Xo  = 196,6  cm: 

C = 2 n + r?  ' 


a = 0,3998  cm. 


Zahlentafel  3. 


R 

a R 

1 

x2 

a R n 

*2 

A C 

' 

X 

800 

1200 

1600 

0,1633 

0,1089 

0,0816 

' 

0,3087 

0,2058 

0,1543  2,412 

3,632 

1,220 

0,01049 

2000 

0,06531 

0,12346  2,103 

3,134 

1,031 

0,008865 

3000 

0,04354 

0,08231  1,648 

2,425 

0,777 

0,006681 

4000 

0,03266 

0,06173  1,393 

0,04938  1,228 

2,032 

0,639 

0,005494 

5000 

0,02612 

1,775 

0,547 

0,004703 

7000 

0,01866 

0,03527  1,021 

1,458 

0,437 

0,003757 

0,003173 

9000 

0,01451 

0,02744  0,895 

1,264 

0,369 

12000 

0,01089 

0,02058  0,767 

1,079 

0,312 

0,002683 

• 

Xj  = 104  cm 
x2  = 196,6  cm 
a = 0,7962  cm 

Zahlentafel  4. 

R 

*i 

a R 

*2 

a R 

r 

’l 

AC 

1000 

0,0867 

0,1639 

2,507 

3,787 

1,280 

1,108 

0,01656 

1200 

0,0723 

0,1366 

2,237 

3,345 

0,01434 

1600 

0,0542 

0,1024 

0,08195 

1,877 

2,788 

0,911 

0,011785 

2000 

0,04335 

1,642 

2,42 

0,778 

0.01007 

3000 

0,02890 

0,05463 

1,298 

1,888 

0,590 

0,007625 

4000 

0,02168 

0,04098 

1,109 

1,590 

0,481 

0,006215 

5000 

0,01734 

0,03278 

0,981’ 

0,820 

1,398 

0,417 

0,005397 

7000 

0,01239 

0,02341 

1,158 

0,338 

0.00437 

9000 

0,00963. 

0,00723 

0,01821 

0,01366 

Xg 

a 

0,717 

1,008 

0,291 

0,003767 

12000 

s 

0,618 

= 104  cm 
= 196,6  cm 
= 1,1995  cm 

0,866 

0,248 

In  Abb.  22 — 24  sind  die  berechneten  Punkte  für  die  drei  Rohre  durch 
kleine  Kreise  kenntlich  gemacht.  Wie  man  sieht,  schmiegen  sie  sich  der  durch 
die  beobachteten  Punkte  gelegten  Kurve  in  einer  für  ein  Näherungsverfahren 


V 


außerordentlich  befriedigenden  Weise  an.  Der  durch  die  Näherungsrechnung 

hervorgerufene  oben  erwähnte  Knick  macht  sich  auch  hier  wieder  geltend. 

und  zwar  zweimal:  einmal,  wenn  den  Werl  0,115  hat.  und  zum  andern, 

a Ti 

wenn  diesen  Wert  annimmt.  Die  betreffenden  Punkte  wurden  besonders 
a R 

berechnet  und  liegen  für  Rohr  I bei  den  Werten  A — 0,004  261  und  A — 0,007  024, 


für  Rohr  II  hei  0,008  478  und  0,01409,  für  Rohr  III  bei  0,01279  und  0,02122. 
Durch  Reihenentwicklung  von  f (r/)  nach  Potenzen  von  r/  (bis  einschließlich 
quadratische  Glieder)  ergib)  sich 


(2i\) 


und  wegen  (21)  und  (24)  unter  Vernachlässigung  von  •>/ 


V X , + Y X 2 


Die  hiermit  für  Rohr  II  ermittelte  Asymptote  a unserer  A-Kurve  ist  in 
Abb.  23  eingezeichnet. 

Die  in  Abb.  15  als  I und  in  Abb.  22  für  das  enge  Rohr  eingezeichneten 
Beobachtungspunkte  sind  einwandfreiere  Ergebnisse  als  die  ursprünglichen 
in  Abb.  15  eingetragenen  Punkte  zwischen  11  und  1.  Erst,  nach  verschiedenen 
Versuchen  gelang  es,  diese  Abweichung  von  der  theoretischen  Kurve  bei 
Kohr  I zu  erklären,  die  um  so  verwunderlicher  war,  als  die  Ergebnisse  zu 


Kohr  II  und  III  sehr  gut  mit  der  Rechnung  übcreinstimmten.  Es  konnte 


Druck  mit  der  Hand  eine  Erhöhung  des  manometrischen  Druckunterschiedes 
in  der  .Meßstrecke  von  rd.  5 vH  bei  etwa  R — 3000  bis  5000  hervorrief,  deren 
Ursache  die  durch  das  Drücken  hervorgerufene  Krümmung  des  Rohres  ist.  Die 
bei  den  schon  verhältnismäßig  großen  Geschwindigkeiten  beträchtliche  Zentri- 
fugalkraft bewirkt  hier  ein  beträchtliches  Zusammendrücken  der  Grenzschicht 
nach  der  äußeren  Seite  hin  und  damit  erhöhte  Reibung,  die  gegenüber  der  an 
sieb  geringen  Poiseuilleschen  Reibungskraft  ziemlich  ins  Gewicht  fällt.  Mit 
dem  möglichst  gerade  gerichteten  Rohr  wurden  dann  auch  die  befriedigend 
liegenden,  in  Abb.  22  wiedergegebenen  Messungen  erzielt. 
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0,0035 
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2000  3500  5000 
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III.  Folgerungen  aus  den  Ergebnissen  über  die  Anlauf- 
strömung für  Zähigkeitsbestimmungen. 

1.  Allgemeines. 

Die  gewonnenen  Ergebnisse  lassen  sieh  für  die  Zähigkeitsbestimmung 
von  Flüssigkeiten  nach  dem  Verfahren  der  Strömung  durch  Kapillare  ver- 
wenden. Die  theoretische  Ableitung  des  P o i s e u i 1 1 e-scheh  Gesetzes,  das  für 
Bestimmung  des  Reibmigsbeiwert.es  benutzt  wird,  setzt  bekanntlich  para- 
bolische Geschwindigkeitsverteilung  über  den  Querschnitt  des  Rohres  voraus. 
Mach  unseren  Ergebnissen  stellt  sich  diese  jedoch  erst  nach  eintu'  bestimmten 
Anlauflänge  ein,  die  dem  Produkt  aus  Halbmesser  und  Reynoldsscher  Zahl 
verhält  imgleich  ist.  also  auch  noch  von  Dichte.  Zähigkeit  und  Geschwindigkeit, 
nbhäng't.  Jenseits  dieser  Grenze  also  können  Zähigkeitsbestimmungen  aut 
Grund  des  Poiseui I loschen  Gesetzes  ohne  Anbringung  einer  Korrektur  aus- 
geführt werden.  Dies  setzt  jedoch  die  Messung  des  Druckünterschiedes  zwischen 
zwei  Stellen  innerhalb  dieses  Gebietes  mit  Hilfe  eines  Manometers  voraus, 
was  gegenüber  den  in  Physik.  Chemie  und  Technik': gebräuchlichen  Verfahren 
die  Aufgabe  erschwert.  Bei  diesen  (z.  B.  auch  beim  Englerschen  Viskosimeter) 
wird  als  Druckhöhe  einfach  der  Unterschied  der  zwei  freien  Flüssigkeitsspiegel 
eingesetzt,  ‘es  erübrigt  sich  also  die  Benutzung  eines  Manometers.  Fällt  das 
Ende  des  Meßrohrs  in  den  Poiseuillesclicn  Bereich,  was  durch  genügende  Rohr 
länge  und  geringe  Geschwindigkeiten  und  Rohrweiten  erreicht  wird,  so  kann 
inan  auf  Grund  unserer  Theorie  die  Abweichungen  der  Geschwindigkeits- 
verteilung von  der  parabolischen  im  ersten  Teil  des  Rohres  durch  eine  Kor- 
rekt ur  berücksichtigen,  deren  Betrag  nahe  überoinsl  imiut  mit  einer  Korrektion, 
deren  Notwendigkeit  von  Hagenbach'Q  auf  Grund  einer  energetischen  Über- 
legung dargelegt  wurde  upd  die  in  Abschnitt  4 noch  näher  erörtert  werden 
wird.  Jedoch  auch  für  den  Fall,  daß  der  Beginn  der  reinen  Poiseui  Besehen 
Strömung  bereits  außerhalb  der  benutzten  Rohrlänge  fällt,  sind  wir  jetzt  in 
der  LagC|  Zähigkeitsmessungen  (ohne  Manometer)  auszuführen,  sind  also 
keinerlei  anderer  Beschränkung  betr.  Geschwindigkeit,  Durchmesser  und  Länge 
mehr  unterworfen,  als  daß  die  Meßgrößen  unterhalb  der  Reynoldssehen 
Grenze  liegen  und  der  Einlauf  abgerundet  ist.  Für  scharfkantigen  Einlauf 
folgen  noch  Angaben.  , 

2.  Bestimmung  des  Zähigkeitsbeiwertes  mit  beliebig  kurzen  Rohrstücken. 

Als  Versuchsanordnung'  denken  wir  uns  etwa  die.  einfachste  Form,  einen 
oberen  und  einen  unteren  Behälter1"),  dazwischen  das  Rohrstück,  als  Druckhöhe 
den  mittleren  Höhenunterschied  der  Flüssigkeitsober  flachen.  Zu  ermitteln  sind 
Rohrlänge  x und  Halbmesser  a,  die  Durchflußgeschwindigkeit  ü,  die  Dichte  p 
der  Flüssigkeit  und  der  mittlere  Höhenunterschied  der  Flüssigkeitsoherflächen. 
Der -Druckverlust  P„ — px,  den  die  Flüssigkeit  beim  Strömungsvorgang  erleidet 
und  der  durch  den  Spiegelabstand  gegeben  ist.  setzt  sich  aus*  zwei  Anteilen 
zusammen  : dem  der  Bernouillischen  Gleichung  gehorchenden  Eintrittsverlust 
beim  Eintritt  in  das  Rohr  und  dem  Verlust  bei  der  Strömung  durch  das  Rohr. 

”■)  Ed.  Hagenibach.  Pogg.  Ami.  109.  p.  385.  1860.  / 

")  so  weit,  'daß  während  der  Dauer  des  -Versuchs  keim*  wesentliche  Änderung  des 
Spiegelahstandes  eintritt. 


In  unserer  Gl.  .(23) 


-2u 


Po_~P‘ 


■> 


war  Pu — Pi  lediglich  als  der  zweite  Anteil  angenommen.  Hierfür  erhalten  wir 
hier  nach  Bernoulli 

ü ^ 


und 


(P0-Pi)  = (1J0-Pih 


,2  7)+  ^=  ‘ ° 1- 

0 

' '2 


(28) 


(29). 


Zu  dem  so  ermittelten  Wert  von  2t / yf  finden  wir  in  Ahl>.  21  den  zu 

X v tj. 

gehörigen  Werl  von  = — woraus  u als  einzige  Unbekannte  zu  berechnen 

a n a-  u p ’ n a 

ist.  Wie  an  der  Kurve  zu  sehen,  ist  dies  Verfahren  für  alle  möglichen  Längen 
leicht  anzuwenden.  Ein  Vorzug  kurzer  Stücke,  die  hiermit  auch  verwendbar 
werden,  dürfte  in  geringeren  Abweichungen  des  Durchmessers  zu  erblicken  sein. 


Abb.  25. 


3.  Der  Englersche  Zähigkeitsmesser. 

In  der  Technik  ist  für  Zähigkeitsbestimmungen  der  Englersche  Zähig- " 
keitsmesser  sehr  gebräuchlich.  Er  besteht  in  der  üblichen  Form'0),  Abb.  25.  aus 
einem  kreiszylindrischen  Gefäß  von  10,6  cm  Dmr.,  in 
dessen  Bodenmitte  ein  2 cm  langes  und  0,29  cm  weites 
Rohr  eingesetzt  ist.  Gemessen  wird  stets  die  Ausfluß- 
zeit für  200  cm3,  und  zwar  von  einer  Spiegelhöhe  von 
5,2  cm  bis  2,93  cm  über  der  Ausflußmündung.  Als  Be- 
zugsflüssigkeit dient  Wasser  Von  20  ° C,  dessen  kine- 
matischer Zähigkeitsbeiwert  den  Wert  0,01  hat. 

Eine  Theorie  dieses  Apparates  ist,  nachdem  er  schon 
lange  in  der  Praxis  Gebrauch  gewesen,  erstmalig  von  R.  v.  Mises2")  an- 
gegeben worden.  Sie  gestattet  insbesondere,  die  mit  dem  Apparat  ermittelten 
„Englergrade“,  d.  h.  das  Verhältnis  der  Ausflußzeit  der  Versuchsflüssigkeit  zur 
Ausflußzeit  von  Wasser  von  20°  C,  in  absolute  Zähigkeiten  umzuwerten. 

Erfahrungsgemäß  gibt  der  Apparat  für  Flüssigkeiten  mit  kleinerer 
Zähigkeit  als  der  des  Wassers  (r  <C  0,01)  keine  brauchbaren  Werte  mehr.  Als 
Grund  hierfür  kommt  möglicherweise  der  Übergang  der  laminaren  Strömung 
in  turbulente  in  Betracht,  v.  Mises  betrachtet  in  der  erwähnten  Arbeit  diesen 
Gesichtspunkt  näher,  findet  für  Wasser  als  höchste  auf  tretende  Reynoldssche  Zah  1 
für  den  Beginn  der  Ausströmung  R~1000  und  folgert  |iieraus,  daß  tatsächlich 
Turbulenz  der  Grund  für  das  Pn  brauch  barwerden  des  Apparates  ist.  Nach  den 
Messungsergebnissen  des  ersten  Teils  der  vorliegenden  Arbeit  isl  jedoch  anzu- 
nehmen. daß  die  kritische  Zahl  für  den  Englersehen  Apparat  beträchtlich  höher 
als  1000  liegt.  In  Anbetracht,  des  verhältnismäßig  kurzen  und  weiten  Rohres 
iiegt  es  andrerseits  nahe,  zu  untersuchen,  ob  vielleicht  die  parabolische  Ge- 
schwindigkeitsverteilung bei  Wasser  und  andren  Flüssigkeiten  kleinerer  Zähig- 
keit nicht  mehr  im  Rohr  erreicht  wird,  ln  diesem  Fall  muß  nämlich  an  Stelle 


**>  K.  v.  Mises,  (Iber  den  KniS'lerseln-n  Fl (Iswigkei+smesse».  I’hys.  V,.  S.  12.  812.  1911. 
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der  TIagenbach-Korrektion  im  Betrag  von  2 p . mit  der  v.  Mises  rechnet,  nach 

X 

unserer  in  Teil  II  entwickelten  Theorie  eine  von  dom  Werte  — rj  abhängige  Kor- 

«t  1t 

rektur  treten.  Daß  unsere  Theorie  dies  verlangt,  und  wie  groß  der  Betrag  der 
Korrektur  jeweils  sein  muß.  erkennt  man  durch  folgende  Betrachtung: 

Nach  Gl.  (25)  wäre  das  Poiseuillesche  Gesetz  in  Abb.  21  durch  eine 
Gerade  durch  den  Ursprung  dargestellt.  Nun  stellt  aber  die  Kurve  der  Abb.  21 
den  aus  unserer  Theorie  sich  ergebenden  Druckabfall,  gemessen  in  Geschwindig- 
keitshöhen, längs  einer  bestimmten  Rohrlänge  dar,  und  zwar  vom  Einlauf  ab. 
Der  Unterschied  des  Ordinatenwertes  eines  Kurvenpunktes  und  des  zu  gleicher 
Abszisse  gehörigen  Punktes  der  Poiseuilleschen  Geraden  gibt  uns  also  den 

Betrag  der  Korrektur  an, 
der  im  vorliegenden  Fall 
wegen  des  Bernoullischen 
Eintrittsverlustes  noch  um 
eine  Geschwindigkeitshöhe 
zu  vergrößern  ist. 

Wir  wollen  nun  fest- 
stellen, ob  für  die  höchste 
bei  Wasser  von  20  ° C vor- 
kommende Geschwindig- 
keit. d.  ln  für  den  Beginn 
der  Ausströmung,  an  der 
Mündung  bereits  Poiseu- 
illesche Verteilung  vor- 
handen ist.  Dazu  ist  nötig, 
vgl.  Abb.  21,  daß. der  Wert 

x 

j>  0,115  ist.  Zu  seiner 

Bestimmung  wurde  aus 
Abb.  21  eine  neue  Kurve.  Abb.  20.  abgeleitet,  die  eine  von  der  Unbekannten  ü 
freie  dimensionsloso  Koordinate  enthält.  Zu  diesem  Zwecke  wurden  für  eine 

Reihe  von  - Werten  aus  Abb. 21  die  zugehörigen  Verhältnisse  von  Ordinate'1) 

;i  li 

zum  Quadrat  der  Abszisse,  d.  h. 

Po  — Pi  ä p\-  _ (P0  — pt)  2 pa4 
p/2  n 2 V x <i-  ) x - e 2 

gebildet  und  diese  als  Funktion  von  X_  aufgetragen.  Tm  vorliegenden  Fall  ist 

a R 

(P0  - Pj)  . 2 P a4  _ 5,2  • 2k\  • 2 • 1 • 0,0004421  _ 

” ~ 2-  . 0,01*'  “ " ' 3‘ 

Hierfür  gibt  die  Kurve  -X— = 0,01272.  also  einen  wesentlich  niedrigeren 

a K 

Wert  als  0,115.  Will  man  also  mit  Hilfe  der  Misessehen  Theorie  aus  dem 
Verhältnis  der  Ausflußzeiten  das  Verhältnis  der  Zähigkeiten  berechnen,  so  ist 
es  nicht  zulässig,  Wasser  als  Vergleichsflüssigkeit  zu  nehmen.")  Man  wird 

-M  I>a  es  «ich  hier  im  Sinne  des  vorigen  Abschnittes  um  P0.  nicht  um  p0  handelt, 
sind  die  Beträge  der  Ordinaten  gegenüber  Abb.  2t  um  1 zu  erhöhen. 
a)  Vgl.  hierzu  auch  v.  Mises,  1:  e.  S.  814. 


vielmehr  eine  solche  Flüssigkeit  zum  Vergleich  wühlen  müssen,  für  die  wiilireml 

des  Ausfließens  r niemals  < 0,11«  ist. 
a K 

Will  man  den  En  giersehen  Apparat  unmittelbar  zur  Bestimmung  der 
absoluten  Zähigkeit  benutzen,  wozu  unsere  Theorie  die  Möglichkeit  bietet,  so 
ist  zur  Erfüllung  der  theoretischen  Voraussetzungen  nötig,  das  Einlaufstiick 
so  abzurunden,  daß  keine  Kontraktion  eint. ri 1 1 und  im  Kinl  rittsqnerschni 1 1 
konstante  Geschwindigkeit  herrscht.“')  Am  einfachsten  und  genauesten  wäre 
es,  mit  konstantem  Spiegel  zu  arbeiten.  Dann  ist  Abi).  21  unmittelbar  zu  ver- 
wenden. Man  erhält  aus  ihr  für  den  gegebenen  Wert  ^>w  -1^  das  zugehörige  y, 

p/2  ä " an 

bzw.  (jl.  Will  man  jedoch  weiter  den  Spiegel  von  einer  Marke  bis  zu  einer 
zweiten  sinken  lassen,  so  hat  man  dem  Apparat  eine  Tafel  mit  Kurven  gleicher 
Zähigkeit  als  Funktion,  von  Dichte  und  Ausdnßzeit  beizugeben,  'die  man  un- 
schwer .aufstellen  kann.'4) 

4.  Die  „Korrektur  der  lebendigen  Kraft“. 

Bekanntlich  gilt  bei  Bohre  für  Laminarströmung  das  Poiseu illesehe 
Gesetz  pn — c - V- '-‘y  nach  unseren  Feststellungen  jedoch  nur  für  eine  Meß- 
strecke mit  genügender  Anlauflänge.  Benutzt  man  jedoch  als  Meßst  recke,  wie 
üblich,  die  ganze  Kapillare  mit  ihrer  zumindest  teilweise  von  der  l’oiseuil lo- 
schen Verteilung  abweichenden  Strömung  und  setzt  als  wirksame  Druck  höhe 
etwa  den  'Höhenunterschied  des  oberen  mul  unteren  Spiegels  ein.  so  erfordert 
rlies  nach  Hagenbach  und  anderen  die  Anbringung  einer  Korrektur  für  die 

..  lohe  li  il  i g e K r a f t “ in  der  obigen  Gleichung  im  Betrag  von  2 , ent- 

sprechend  dem  Druckverlust  durch  den  Übergang  von  der  ruhenden  Flüssigkeit 
i m oberen.  Behälter  zur  Strömung  mit  p a r o h o 1 i s e h e r Geschwindigkeits- 
verteilung."’) Gleichförmiger  Geschwindigkeitsverteilung  entspräche  als  Kor- 


“)  Diese  Notwendigkeit  folgt  auch  aus  dein  Ergebnis  einer  Rechnung,  die  auf 
Grund  unserer  Theorie  für  Wasser  von  20°  C äu<sge  führt  wurde  und  einen  um  5 vH 
niedrigeren  Wert  der  Ausflußzeit  als  der  Versuch  lieferte.  — ‘Auch  die  Anwendbarkeit 
der  Miiseschen  Theorie  dürfte  der  gleichen  Forderung  unterworfen  sein. 

■')  Man  bestimmt  dazu  für  beliebig  gegebene  Werte  von  « und  g die  Ausflußzeit 
folgen  deinniaßen:  Aus  Abb  26  entnimmt  man  für  die  der  oberen  und  der  unteren  Marke 
entsprechenden  Werte»  von  /\  P und  eine  genügende  Anzahl  von  Zwiisehemverten  die  zu- 

X 

gehörigen  Werte  von  ; hieraus  Ist,  da  u und  g gegeben,  ü zu  berechnen.  Es  ist  aber 

p d ^ *a 

ü ■ , • wo  F der  Flächeninhalt  des  Gefäßes  und  h die  Höhe  des  Spiegels  über  der 

a-rc  dt 

Mündung  ist.  Demnach  kann  man  mit  den  berechneten  Werten  von  o , als  f(h) 

dli 

/•h-- 

zeichnen  und  hieraus  durch  zeichnerische  Auswertung  die  Ausftußzeit  T = / f (h)  d h <ju- 

hW 

wirinen.  Bestimmt  man  so  für  eine  Anzahl  von  u-  und  g- Werten  die  Ausflußzriten.  so 
kann  man  hieraus  die  angegebene  Kurven tafel  hersteilen. 

Hiergegen  wurde  von  Grüneisen  und  anderen  der  Einwiand  erhoben,  daß  für  den 
Fall  .der  Mündung  der  Kapillare  in  eine  größere  Flüssiigkoitsmenge  der  Druckverlust 
ganz  oder  größtenteils  mach  der  Bernou »Mischten  Gleichung  wiedo rgeiwonnen  würde. 
tWisisenschaftl.  Abhawdlgn.  d.  Phys.  Techit.  Reichsanstalt  4,  S.  155.  1905. ) Dem  steht 
jedoch  entgegen,  daß 'auch  hier  die;  ausströmonde  Flüssigkeit  als  freier  Strahl  auftritl. 
dessen  Energie  allmählich  durch  Wirbe.lbiktung  auf  gezehrt  wird  Eine  Beseitigung  oder 
Verringerung  der  Korrektion  erscheint  sonach  auch  tu  diesen  Fällen  nicht  zulässig.  Vgl. 
hierzu  auch  B r i I I o u i n . Lee.  sur  la  viscosite  dies  liquides  et  des  gaz.  I.  S.  132  ff.  1907. 
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rektur  e i n e Geschwindigkeitshöhe.  ' Grundlage  für  diese  Theorie  ist,  die  An- 
nahme, daß  der  gesamte  Druckabfall  sich  zusammensetzt  aus  einem  Glied  für 
die  Energie  der  Poiseuilleschen  Strömung  und  einem  für  die  Poiseuillesehe 
Reibungskraft.  Oder  mit  anderen  Worten:  Es  wird  angenommen,  daß  die 

Reibungskraft  in  der  ganzen  „Anlauf strecke“  bereits  dieselbe  ist  wie  bei'  der 
parabolischen  Verteilung.  Ein  Anhalt  für  die  Berechtigung  diese!;  Annahme, 
ist  keineswegs  gegeben.  Theoretisch  ist  von  Helmholtz2'")  vielmehr  gezeigt 
worden,  daß  bei  Abwesenheit  von  Trägheitskräften,  also  auch  hier  bei  der' 
Poiseuille-Strömungv  sich  die  kleinstmögliehe  Reibungsarbeit  einstell!.  Eine 
abweichende  Verteilung  erfordert  also  mehr  Reibungsarbeit,  und  man  wird  im 
Anlauf  mit  größerer  Reibung  zu  rechnen  haben.  Tatsächlich  fordert  unsere 
Niiherungstheorie  für  den  vorliegenden  Fall  die  Anbringung  einer  Korrektur 
von  2,16  Geschwindigkeitshöhen,  wie  unten  noch  näher  gezeigt  werden  soll., 
also  einen  höheren  Betrag.  Dabei  bleibe  es  dahingestellt,  ob  bei  einer  strengen 
Theorie  der  Betrag  wieder  auf  den  Wert  2 zurückgeht.  Die  Wahrscheinlichkeit 
scheint  dagegen-  zu  sprechen,  auch  Versuche,  die  in  Teil  IV,  Abschnitt  2 und  3, 
noch  folgen.  Zunächst  betrachten  wir  eine  der  klassischen  Reihen  von 
Poiseuille.  die  wir  der  Arbeit  von  Grüneisen  entnehmen. 


Zahlentafel  5. 

ttohrß1'.  Ausflussvolumen  V —6,45  cm3;  Durchmesser  d = 0,01135  cm;  Lauge  1 = 0,900 cm 


p 

t 

'• 

_ l 

n f in 

( o , 11  h \ (-  nr1 27i 

( ,,  -)  r(;  0 .A  Af  1()  -1 

cm  Q.-S. 

s 

V1’  2 981  • 13,6/  “ U ^ 

V ' 2 981  • 13,6' 1 

2,476 

5543 

1372 

1367 

1366 

4,986 

'2762 

1377 

1366 

1365 

9,92 1 

1400 

1389 

1367 

1365  . 

14,908 

935 

1394 

1361 

1359 

19,319 

728 

1406 

1365 

1361 

38,70 

375 

1451 

1370 

1363 

77,45 

199 

154-1 

1388 

1376 

Dem  Produkt  p I ist  der  Re’ilmngsbeiwert  direkt  proportional.  Das 
Produkt  müßte  sich  also  konstant  ergeben.  Tatsächlich  wächst  es  ohne  An- 
bringung einer  Korrektur.  Spalte  3,  beträchtlich.  Spalte  4 ze.igt.,  daß  eine 

Korrektur  um  2 " die  Übercinst iininuug  wesentlich  verbessert,  Spalte  5,  daß 

I -2 

eine  Korrektur  um  2.16  • p ^ die  Verbesserung  noch  merklich  steigert.  Im 
folgenden  Abschnitt  soll  die  vorliegende  Frage  noch  näher  untersucht  werden. 


-H)  M.  v.  Helmholtz,  Wii«s.  Abhdlg.  1.  S.  224.  1882. 

-:)  Die  m.ittl.  Geschwindigkeit  ü wurde  aus  den  angegebenen  Werten  für  Ausfluß- 
volumen,  Ausfußzeit  und  Durchmesser  berechnet. 

/ ' , . ■ • 
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IV.  Untersuchungen  über  den  Druckverlust  durch  Ein- 
tritt und  Anlauf. 

1.  Allgemeines. 

Für  die  ,, Korrektur  der  lebendigen  Kraft“  war  angenommen,  dal!  vom 
Augenblick  des  Eintritts  der  Flüssigkeit  in  das  Rohr  parabolische  Ge- 
seliwindigkeisvert.ei  1 ung  vorhanden  ist.  Demgegenüber  gingen  wir  hei  dei' 
Entwicklung  unserer  Theorie  von  der  Vorstellung  aus,  dal!  "nn  Eintrittsqucr- 
sehnitt  gleichförmige  Geschwindigkeitsverteilung  herrscht,  die  unter  dem 
Einfluß  der  wirkenden  Kräfte  dureli  Anwachsen  der  Grenzschicht  allmählich 

in  die  parabolische  übergeht.  Erreicht- wurde  sie  für  einen  Wert,  = 0,1 15  u. 

<1  lt 

— — 1 - - 3.  flier  setzt  der  Poi  seit  illesehe  Zustand  ein.' und  dementsprechend 


‘ 2 

wurde  die  Kurve  in  Ahh.  21  von  hier  ab  als.  Gerade  mit  der  Neigung  1 Z 1 (» 
weilergeführt.  Die  Gleichung  dieser  Geraden  lautet: 


P?— .,s"1==8  + — <U15)=  16“  + KIG. 


11  “ 

PT 


\a  R 


(30). 


Ohne  das  letzte  Glied  ist  diese  Gleichung  identisch  mit  dem  Poisouil lo- 
schen Gesetz.  Wir  erhalten  also  als  zusätzlichen  Anlaufdruckverlusl  1.10 
Geschwindigkeitshöhen  und  zuzüglich  des  Eintrittsverlustes  einen  Gesamt- 
zusatzverlust von  2,16  Geschwindigkeitshöhen. 

Zur  Prüfung  durch  den  Versuch  führen  wir  für  diesen  Zusatzvorlusl  in 
Geschwindigkeitshöhen  die  Bezeichnung  0 ein  und  formen  Gl.  (30)  um  in 


p°  = 8 -fr  R ,a 

7 T 


X [j.  ll 

a2 


(31». 


Fo 


Dies  ist  die  Gleichung  einer  Geraden  für  die  dimensionslosen  Koordinaten 

— 1 und  R ~ . Tragen  wir  die  -Versuchs werte  in  dieser  Weise  auf.  sov 
u 2s 


erhalten  wir  die  gesuchte  Größe  0 in  einfacher  Weise  als  die  Neigung  der 
Geraden  durch  die  Versuchspunkte.  Wenn  für  g der  richtige  Wert  eingesetzt 


a P 

wird,  so  muß  die  Gerade  für  R — = 0 durch  den  Punkt  0 

2 x 


Pt  - 


X {)■  TI 

a 


8 gehen. 


Wird  fi  unrichtig  eingesetzt,  so  bleibt  die  Kurve,  wie  eine  einfache  Überlegung 
zeigt,  doch  hoch  eine  Gerade,  ist  also  jedenfalls  für  unseren  Zweck  verwendbar. 
Überden  Eintrittverlust  bei  turbulenter  'Strömung  vgl.  Abschnitt  4. 


2.  Messungen  mit  abgerundetem  Einlaufstüdc. 

Zur  Ermittlung  des  gesamten  Druckverlustes  (einschließlich  Eintritts- 
vc rillst  ) in  der  Anlaufstrecke,  d.  h.  von  der  Eintrittsstelle  bis  zu  einem  Punkt 
Poiseu illescher  Verteilung,  wurde  der  eine  Schenkel  des  Manometers  an  eine 
genügend  weit  vom  Einlauf  entfernte  Meßstelle  gelegt,  der  andere  Schenkel 
an  einen  25  cm  über  der  Eintrittsstelle  gelegenen  Punkt  des  Troges,  Abb.  4. 
Der  Spiegelunterschied  im  Manometer  gibt  uns  so  den  gesuchten  Druck- 
unter. schied  unter  der  sicher  zulässigen  Voraussetzung,  dal!  im  Trog-  kein 
merklicher  Druckverlust  durch  Reibung  vorhanden  ist. 
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I'm  die  Strömung  am  Eintritt  wirbelfrei  zu  bekommen,  wurde  zunächst 
mit  abgerundetem  Einlaufstück  gearbeitet.  Die  Ergebnisse  der . Mefireihen 
sind  in  Zahlentafel  6 und  7,  die  der  ausgedehntesten  außerdem  in  Kurve  Abb.  27 
niedergelegt. 

Zahlentafel  6 enthält  die  Messungen  für  annähernd  das  ganze  Rohr. 
Zahlentafel  7 diejenigen  für  ungefähr  das  halbe. 

Zahlentafel  6. 


Rohr  I.  (Durchmesser  0,799  cm;  Länge  197,37  cm).“) 


Tag 

Tempe- 

ratur 

'9- 

h0— h 
cm  W.-S. 

Ausfluss- 

Q 

meüge  enr 

Ausflusszeit 

s 

Po  Pi 

X [X  ü 

a2 

R - 
2 x 

17.  3.  20. 

6,8  0 0 

0,01456 

3,193 

900 

94,6 

9,116 

0,5269 

3,091 

825 

89,1 

9,147 

0,5128 

v^.ju  - '>'4',-  $ > * 

3,072 

655 

71,6 

9,201 

0,5067 

4,148 

791 

66,2 

9,512 

0,6618 

4,027 

789 

67,6 

9,453 

0,6464 

4,065 

731 

62,2 

9,477 

0,6509 

5,244 

702 

48,4 

9,906 

0,8033 

5,040 

843,5 

59,6- 

9,757 

0,7838 

5,342 

901,5 

60,9 

9,888 

0,8198 

18.  3.  20. 

7,2  0 ( ' 

0,01438 

3,262 

750 

76,2 

9,194 

0,5519 

3,148 

560 

59,1 

9,217 

0,5314 

6,418 

769 

44,4 

10,28 

0,9713 

6,293 

458 

26,4 

10,06 

0,9729 

; ' j- 

9,026 

1320 

58,0 

11,00 

1,276 

• ''  ‘ ~ 4.  ;• 

8,651 

1481 

67,2 

10,89 

1,236 

6,063 

877,5 

52,2 

10,01 

0,9427 

- - 7 * • > 

3,211 

661 

68,0 

9,164 

0,545 1 

1 

3,211 

593,5 

61,4 

9,216 

0,5420 

1 

3,232 

614,5 

63,1 

9,207 

0,5461 

19.  3.  20. 

| 

CO 

O 

0,01434 

2,177 

365,5 

52,0 

8,616 

0,3953 

2,261 

419 

58,8 

8,827 

0,4007 

9,141 

1281 

55,4 

11,00 

1,300 

9,102 

1250 

54,6 

11,06 

1,287 

16,220 

1579 

44,4 

12,69 

2,000 

16,260 

1732 

48,8 

12,75 

1,996 

23,227 

1349 

29,2 

13,99 

2,598 

23,213 

1728 

37,8 

14,13 

2,571 

29,947 

1798,5 

32,5 

15,06 

3,112 

30,194 

1919 

34,9 

15,28 

3,092 

15,960 

1549 

44,2 

12,67 

1,971 

16,123 

1445 

40,6 

12,60 

2,001 

2,210 

481 

69,3 

8,858 

0,3903 

2,244 

380  . 

53,5 

8,789 

0.3994 

Der  Verlauf  ist.  wie  erwartet,  sehr  gut  geradlinig.  Die  Neigung,  d.  h. 
die  gesuchte  Konstante  (',  ergab  sieh  für  die  einzelnen  Reihen  zu  2,35;  2,36; 


-s)  Die  aufgesetzte  abgerundete  Kappe  ist  mit  einem  geschätzten  Wert  von  0,6  cm 
in  Rechnung  gesetzt. 


■2,45;. 2, 115;  im  Mittel  C 2,32.  Dabei  möchten  wir  der  letzten  Reihe.  Abb.  27, 
die  sich  über  den"  größten  Bereich' erstreckt,  mit  dem  Wert  2,115  'ein  - etwas 
größeres.  Gewicht  beilegen,  so  daß  die  Übereinstimmung  mit  dem  theoretischen 
Wert  2,16  als  gut  bezeichnet  werden  darf.  Da  alle  Reihen  größere  Werte  als  2 
liefern,,  so  kann  man  jedenfalls  annehmön.  daß  die  Abweichung  unseres 
näherungstheoretischen  Ergebnisses  für  0 vom  Wert  2 auch  bei  einer  strengen 
Theorie  erhalten  bleibt. 


Zahlentafel  7. 

Rohr  I.  (Durchmesser  U,7996  cm;  Länge  104,75  cm). 


Tag 

Tempe- 

ratur 

(J. 

h0— h in 
cm  W.-S. 

Ausfluss- 
menge cm3 

Ausflusszeit 

8 

J’o— Pi 

x fj.  ü 

P a 
K 2 x 

22.  3.  20. 

7,9  0 G 

0,01407 

2,265 

711 

64,0 

10,892 

1,1997 

2,292 

779 

68,2 

10,877 

1,2156 

8,224 

1351 

46,1 

14,992 

3,1647 

N ... 

8,142 

1242 

43,0 

15,060 

3,1190 

12,225 

1569 

41,4 

17,233 

4,0925 

- 

11,894 

1510 

•40,3 

16,96 

4,046 

16,978 

1592 

33,6 

19,14 

5,116 

16,978 

1679 

35,4 

19,12 

5,122 

22,160 

1811 

31,7 

20,72 

6,169 

21,829 

1933 

35,1 

21,18 

5,947 

12,239 

1591 

41,4 

17,01 

! 4,150 

12,275 

1678 

43,8 

17,12 

4,137 

2,196 

785 

72,4 

10,82 

1,171 

2,035 

627 

60,6 

10,51 

1,117 

3.  Messungen  mit  scharfrandigem  Einlaufstück. 

Neben  den  erläuterten  Versuchen  mit  abgerundetem  Einlaufstück  sind 
Versuche  mit  scharfrandigem  Einlauf  für  die  Praxis  und  die  Lehre  von  der 
Zähigkeit  gleich  wichtig.  Daher  wurden  auch  solche  angestellt. 

Es  ergab  sich  hierbei  das  mit  den  früheren  Messungen  (über  deu  Einfluß 
der  Anlauflänge,  siehe  Abschnitt  I,  6)  übereinstimmende  Ergebnis,  daß  die 
Verluste  sich  bei  dem  engen  Rohr  von  den  Verlusten  bei  Abrundung  bis  fast 
zum  Eintritt  der  Turbulenz  kaum  unterschieden.  Der  laminare  Teil  der  Kurve, 
Abb.  28,  ist  wieder  eine  Gerade  mit  der  Neigung  2,38,  in  weitgehender  Über- 
einstimmung mit  den  Versuchen  mit  abgerundetem  Einlaufstück.  Man  hat 
also  auzunchmen,  daß  sich  die  Flüssigkeit  selbst  eine  Art  Abrundung  am  Ein 
lauf  durch  einen  stationären  Wirbel  schafft,  ond  daß  ein  Abwandern  von 
Wirbeln  in  merklichem  Maße  erst  kurz  vor  dem  Eintritt  der  allgemeinen 
Turbulenz  einsetzt. 

Anders  beim  mittleren  Rohr,  Abb.  29:.  Hier  zeigt  zwar  der  laminare 
Kurventeil  auch  noch  annähernd  linearen  Verlauf,  soweit  man  dies  bei  der 
geringeren  Genauigkeit  der  niedrigeren  Versuchswerte  beurteilen  kann.  Je- 
doch ist  der  Anstieg  wesentlich  stärker,  wie  man  an  der  zum  Vergleich 
durch  die  unteren  Punkte  gezogenen  Geraden  mit  Neigung  2,2-  sieht.  Außer- 
dem würde  die  verlängerte  Gerade  durch  die  Versuchspunkte  die  Ordinalen  - 
achse  wesentlich  tiefer  unter  dem  Wert  8 schneiden,  als  man  nach  der  Zu- 
verlässigkeit des  Zähigkeitswertes  erwarten  könnte.  Man  wird  also  wohl  in 


\ \V  i 


\V( ' ' ' — ö*  — 

irk(i^hkekt  eine  schwach  gekrümmt  gegen  den  Wert  8 hin  verlaufende  Kurve 
anzunehmen  haben.  Die  Beobachtungen  sind  im  Einklang  mit  der  A.-Kurve, 
Abb.  9.  wo  sich  für  dasselbe  Rohr  auch  schon  von  niedrigen  Reynoldsschen 
Zahlen  ab  eine  merkliche  Abweichung  von  der  Poiseuilleschen  Geraden  zeigt. 
Augenscheinlich  lösen  sich  hier  schon  sehr  früh  Wirbel  ab,  wodurch  ein  Druck- 


verlust entsteht.  Während  al^o  das  enge  Rohr  für  Zähigkeitsbestimmungen  — im 
Bereich  bis  nicht  zu  nahe  an  die  kritische  Zahl  — mit  gleichem  Faktor  für  die 
lebendige  Kraft  wie  bei  abgerundetem  Einlauf  zu  verwenden  wäre,  scheidet 


das  weitere  (mittlere)  mit  scharfem  Rand  für  eine  derartige  Bestimmung  aus. 
Für  die  Praxis  der  Zähigkeitsbestimmungen  dürfte  sich  demnach  jedenfalls 
ein  abgerundetes  Einlauf  stück  empfehlen.  Wo  seharfrandiger  Einlauf  vor- 
handen, wird  eine  Kurve  wie  in  Abb.  27  und  28  mit  einem  ungefähren  Wert 
für  fx  Klarheit  schaffen. 


4.  Der  Eintrittsverlnst  für  die  turbulente  Strömung. 

Bei ' turbuleiAer  Strömung  braucht  man  wegen  der  geringen  Grenz 
schicltfcäicke2“)  auf  die  Geschwindigkeitsverteilung  im  Querschnitt  keine  Rück- 
sicht zu  nehmen.  Ein  „Anlaufverlust“  kommt  also  nicht  in  Betracht.  Als  Ein- 
trittsverlust setzen  wir  wieder  eine  Geschwindigkeitshöhe.  Ein  weiterer  Ver- 
lust ergibt  sich  dadurch,  daß  der  im  Eintritt  kontrahierte  Strahl  sich  ziemlich 


schnell  auf  den  vollen  Rohrquerschnitt  erweitert.  Aus  einer  Impulsbetrach- 
f ung  folgt  hierfür  ein  Druckverlust  von  — i j 30),  wo  a der  Kontraktions- 

koeffizient ist.  Der  gesamte  Druckverlust  im  Einlauf  ergibt  sich  also  zu 

T'üi  TC  !+*)• 

Wählt  mah  als  Kontraktionskoeffizient  0,613,,  so  erhält  man  für  die  Klammer 
den  Wert  1,40  und  für  den  Druckabfall  vom  Trog  bis  zum  Ende  der  Meßstrecke 


A p = 1,40  p y + 


(32). 


[’m  nrit  unserer  zeichnerischen  Darstellung  in  Übereinstimmung  zu  kommen, 

p.  u x 

teilen  wir  diese  Gl.  durch  ~—j-  und  erhalten  so: 

a 


Ap 


;xux 


0^ 


40  + k — ) . 


(33). 


Die  folgende  Zahlentafel  enthält  die  Auswertung  für  einige  Reynoldsseh o 
Zahlen  nach  dieser  Gleichung.  Die  benutzten  Werte  für  A sind  der  Blasius- 
sehen Formel  (Gl.  4)  entnommen. 

Wie  man  an  den  in  die  Abb.  28  und  20  als  Kreise  e. ingezeichneten  he 
rechneten  Punkten  sieht,  stimmen  Rechnung  und  Versuch  für  hydraulische 
Verhältnisse  befriedigend  überein:  um  so  erfreulicher,  als  die  benutzte 

Gleichung,  abgesehen  von  dem  Zahlwert  für  den  Kontraktionskoeffizienten, 
eine  „hydrodynamische“  Gleichung  ist. 


■”)  Vgl.  (hierüber  x.  B.  P r aunt  t 1 , Abriß  der  Lahre  von  der  Fliüss'igkeitis-  und  Gas- 
bewegiung  S.  20.  Fischer.  Jena  1913:  oder  v.  Mises,  Elemente  der  technischen  Hydro- 
mechanik I.  S.  67.  Teubner,  Leipzig  1914. 

M)  Vgl.  Prandtl,  Fußnote  29,  S,  13  und  27. 


36 


W 


Zahlentafel  8. 


± — bt — = — 

.... 

Krr 

\ >• 



• -)  X p . ;; 

’ p « * 
a3. 

Rohr  I 

2000  ' 

3,838 

0;0l99 

25,24 

a = 0,8998  cm 

2500 

4,79 

0,0188 

30,16 

x — 104,15  cm 

3000 

5,757 

0,0179 

34,83 

Rohr  II 

1650 

6,31 

0,0209 

26,08 

a = 0,7962  cm 

2000 

7,66 

0,0199 

30,6 

x ±=  104,04  cm 

2500 

9,57 

0,0188 

36,97 

V.  Hauptsächliche  Ergebnisse. 

1.  Als  Einfluß  der  Anlauflänge  auf  den  Übergang  vom  laminaren  zum 
turbulenten  Zustand  wurde  festgestellt,  daß  mit  abnehmender  Länge  der  in- 
nächst völlig  scharf  bestimmte  Übergang  der  Kurve  sich  abflacht,  Abschnitt  1 
unter  6. 

2.  Es  konnte  durch  gradweises  Verändern  der  Einlaufstörung  gezeigt 
werden,  daß  die  kritische  Zahl  eine  stetige  Funktion  der  Einläufstörung  ist 
und  daß  ihre  untere  Grenze  bei  R = 1160  liegt.  Es  erscheint  daher  richtig, 
von  der  Lfnterscheidung  zwischen  unterer  und  oberer  kritischer  Zahl  abzusehen 
und- den  angegebenen  Wert  als  ..die  kritische  Zahl“  zu  bezeichnen,  Abschnitt  I 
unter  7. 

3.  Es  wurde  eine  Erhöhung  des  Widerstandes  der  laminaren  Strömung 
gegenüber  der  Poiseu'ill eschen  Gleichung  in  der  A n 1 a u f s t r e c k e fesl- 
gestellt  und  mit  Hilfe  einer  Näherungstheorie  geklärt,  die  auf  der  Prandtischen 
Grenzschichtentheorie  fußt,  Abschnitt  II. 

4.  Die  Bedeutung  dieses  „Anlauf  Widerstandes“  für  Zähigkeit«- 
bcstimmungen  wurde  ausführlich  erörtert,  Abschnitt  III. 

5.  Messungen  des  Eintrittsverlustes  (für  abgerundeten  Einlauf)  ergaben 
bei  laminarer  Strömung  einen  Betrag  von  ^ 2,2  Geschwindigkeitshöhen  (in 
guter 'Übereinstimmung  mit  obiger  Theorie)  gegenüber  der  Hagenbach-Korrek- 
tion  von  2 Geschwindigkeitshöhen;  für  turbulente  Strömung  ergab  der  ge- 
messene Eintrittsverlust  weitgehende  Übereinstimmung  mit  einer  aus  einer 
Impulsbetrachtung  zu  gewinnenden  Gleichung,  die  den  (empirischen)  Kontrak- 
tionskoeffizienten enthält,  Abschnitt  IV. 

Die  vorliegenden  Untersuchungen  wurden  von  Juli  1949  bis  April  1.920 
im  Institut  für  angewandte  Mechanik  der  Universität  Güttingen  ausgefühl’t. 
Die  Anregung  zu  ihr  verdanke  ich  Herrn  Professor  Prandtl,  dem  ich  auch  für 
die  Überlassung  der  Institutsmittel  und  seinen  wertvollen  Rat  zu  großem 
Danke  verpflichtet  bin.  Herrn  Geheimrat  Wiener  habe  ich  die  Befürwortung 
einer  Beurlaubung  zu  danken,  die  es  mir  ermöglichte,  die  Arbeit  auszuführen, 
der  Mende-  und  Albrechtstiftung  der  Universität  Leipzig  für  Zuwendung  von 
Mitteln  für  diese  Arbeit.  • ■ . 

Leipzig’,  26.  November  1920, 
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Die  schnelle  Entwicklung  der  Technik,  die  Fülle  und  Schwierigkeit 
der  Probleme,  welche  der  technische  Praktiker  heute  zu  lösen  hat, 
bedingen  für  ihn  besonders  zweierlei:  zunäch^die  stete  Beobachtung 
der  Fortschritte  in  seiner  .engeren  Berufswissenschaft  und  ferner  eine 
verstärkte  Beschäftigung  mit  den  theoretischen  Grundlagen  der  Technik. 
Von  letzteren  sind  es  vor  allem  die  Gebiete  der  angewandten  Mathe- 
matik und  Mechanik,  mit  denen  jeder  strebende  und  schaffende  Mann 
der  technischen  Wissenschaft  und  Praxis  dauernd  in  Fühlung  bleiben 
muß.  — Die  Aufgabe  der  „Zeitschrift  für  angewandte  Mathematik  und 
Mechanik“  ist  damit  gekennzeichnet.  Für  die  Bewältigung  dieser  Auf- 
gabe bürgen  die  Namen  des  Herausgebers  und  der  Mitarbeiter.  In  jähr- 
lich sechs  Heften  zu  je  80  Seiten  erscheinend,  steht  diese  Zeitschrift 
neben  den  rein  mathematischen,  rein  physikalischen  und  andererseits 
den  rein  technischen  Zeitschriften  als  die  wissenschaftliche  Zeit- 
schrift deslngenieurs.  Demnach  sind  die  Ingenieure  und  außerdem 
die  Geometer  die  nächsten,  für  die  sie  bestimmt  ist.  Aber  auch  die 
Mathematiker  und  Physiker,  Lehrer  und  Professoren  der  Hochschulen 
und  höheren  Lehranstalten  werden  sie  ohne  weiteres  gebrauchen. 
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